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Введение: что изучаем, какие объекты и структуры, 
значение гиперболическои7  геометрии в мире 
фундаментальнои7  и прикладнои7  математики



1. Что такое «Геометрия»?

Геометрические объекты: 

а) линеи7 ные: прямые, плоскости, подпространства, 
многогранники

б) дискретные: системы точек в пространстве, графы, 
дискретные сетки

в) гладкие: кривые, поверхности, многообразия

Группы преобразовании7 :

- группы движении7 /изометрии7 : переносы, повороты, отражения, …

- группы симметрии7  множеств (многогранников, графов, …)

- группы аффинных преобразовании7 : гомотетия, …

- группы гомеоморфизмов, диффеоморфизмов, полиномиальных морфизмов, …
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2. Дифференциальная геометрия и риманова геометрия

Дифф. геометрия — гладкие кривые, поверхности, многообразия

Риманова геометрия (Riemannian geometry) — римановы многообразия (снабженные 
метрикои7 ), кратчаи7 шие линии (геодезические), кривизна (curvature), углы между 
кривыми, площади,  объемы, и т.д.
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3. Евклидова и неевклидова геометрии 

Открытие пространства Лобачевского — одно из величаи7 ших научных открытии7  19 века.

Первая официальная публикация — 1829 год, Н.И. Лобачевскии7 . Параллельно этим занимались 
К. Гаусс и Я. Бои7 яи.  

"

ЁЁ

-

Н
"

" Ад ЕЕ
..



4. Геометрии и группы — эрлангенская программа Клеи7 на, модельные геометрии, 
программа геометризации Терстона

Геометрия — пара (G, X), где G — группа преобразовании7 , деи7 ствующая на множестве X

Примеры: 
а) школьная планиметрия, по сути, состоит из двух частеи7

б) аналогично школьная стереометрия

в) (Sym(P), P) — группа симметрии7  многогранника P

г) более общо: группы изометрии7  метрических пространств Isom(X), группы гомеоморфизмов 
Homeo(M) и группы диффеоморфизмов Diffeo(M) многообразии7 , группы автоморфизмов Aut(X) 
алгебраических многообразии7  X, …

д) конечно-порожденные группы, дискретные группы - геометрическая теория групп

Модельные геометрии

Модельная геометрия (G, X) — односвязное гладкое многообразие X с транзитивным деи7 ствием 
группы Ли G
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Программа геометризации Терстона: 3-многообразия

Теорема  (Thurston’s Geometrization Conjecture 1982 = Perelman’s Theorem 2002-2003)

Всякое связное компактное 3-многообразие M с (возможно, пустои7 ) границеи7 , состоящеи7  
из 2-мерных торов, можно так разрезать на блоки вдоль конечного семеи7 ства попарно 
непересекающихся торов, что внутренность каждого блока будет реализовывать одну из 
8 модельных геометрии7 . 

То есть, int(block) = X/Г, где Г < Isom(X) — дискретная группа движении7 , деи7 ствующая 
свободно на пространстве X:

Геометризация 2-мерных поверхностеи7 : теорема об униформизации

Теорема об униформизации

Всякая односвязная риманова поверхность (1-мерное комплексное многообразие) конформно 
эквивалентна либо открытому диску в       , либо сфере Римана                      либо комплекснои7  
плоскости. Таким образом, всякая 2-мерная поверхность без края принадлежит одному из трех 
типов:
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Теорема (Фундаментальная теорема дифференциальнои7  топологии)

Пусть M и N — два гладких n-многообразия, n<4. Если M и N гомеоморфны, тогда они и 
диффеоморфны. При n>3 это неверно.

Теорема (гипотеза Пуанкаре)

Всякое односвязное компактное 3-многообразие диффеоморфно

Теорема (гиперболизации)
Всякое связное компактное 3-многообразие M без края, для которого                                                   
является гиперболическим, то есть  

Замечание: обобщенная гипотеза Пуанкаре верна для всех n в 
категории топологических многообразии7  (Фридман и Смеи7 л), но 
для гладких верна при n=1,2,3,5,6, а при n=4 до сих пор открыта. 
При n=7 известны контрпримеры (Милнор).        

Роль пространства Лобачевского в маломернои7  геометрии и топологии:

Теорема Терстона о классификации узлов

Пусть K — узел в 3-сфере. Если K — не торическии7  и не сателлитныи7 , то 

Насколько много гладких структур в однои7  геометрии? Сложнеи7 шии7  вопрос!
Для гиперболических (n>2)-многообразии7  — теоремы жесткости Мостова, Прасада, Маргулиса.

Для n=2 — теория пространств модулеи7 , теория Таи7 хмюллера, mapping class groups. 

(Теория узлов)
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Предварительные сведения



4) ассоциативность (ab)c = a(bc)
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Примерные D В абеелевой группе все поздо норм
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6. Дифференцируемые функции. Дифференциал и его геометрическии7  смысл.

Опр.

Геометрическии7  смысл дифференциала
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7. Теоремы о неявнои7  и обратнои7  функциях

Теорема об обратном отображении

Теорема об неявнои7  функции
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8. Гладкие подмногообразия в 
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9. Абстрактные гладкие многообразия с краем

Опр.

Пусть M — хаусдорфово топологическое пространство со счетнои7  базои7 .
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Гримера в IR
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G) f : И#] IR" - гладкое регулярное отобр. Тогда

М = НИ) с IR
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