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Оператор Лапласа

Пусть 𝑀 – гладкое многообразие. Напоминаем, что 

оператор Лапласа на пространстве Λ𝑘(𝑀) задается 

формулой Δ ≔ d 𝛿 + 𝛿𝑑, где 𝛿 ≔ −1 𝑛𝑘+1 ⋆ 𝑑 ⋆ –

кодифференциал, а ⋆: Λ𝑘 𝑀 → Λ𝑛−𝑘 𝑀 , (𝑛 = dim 𝑀) –

звезда Ходжа. 
Проверьте, что при 𝑘 = 0 и 𝑀 = ℝ𝑛 это определение даст 

стандартную формулу Лапласиана: Δ𝜑 = − σ𝑗=1
𝑛 𝜕2𝜑

𝜕𝑥𝑗
2 . 

Скалярное произведение:  𝛼, 𝛽 = 𝑀׬
𝛼 ∧ ⋆ 𝛽. 

Можно проверить, что 𝑑𝛼, 𝛽 = 𝛼, 𝛿𝛽 .



Свойства Лапласиана
Положительная полуопределенность: Δ𝑢, 𝑢 ≥ 0.

Симметричность: Δ𝑢, 𝑣 = (𝑢, Δ𝑣).

Если Δ𝑢 = 0 для ограниченной 𝑢 ∈ 𝐶2 ℝ𝑛 , то 𝑢 ≡ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

Если Δ𝑢 = 0 для 𝑢 ∈ 𝐶2 𝑈 ⊂ ℝ𝑛 , то локальный экстремум 

достигается в граничных точках 𝜕𝑈.

Если 𝑀 = 𝑓 𝑈 ⊂ ℝ3 , то Δ𝑓 = Δ𝑓1, Δ𝑓2, Δ𝑓3 = 2𝐻 ⋅ 𝑁, где

𝐻 – средняя кривизна поверхности, 𝑁 – ее вектор главной 

нормали.



Дискретный Лапласиан

Пусть 𝑀 = 𝑉, 𝐸, 𝐹 ⊂ ℝ3– симплициальная поверхность. 

Дискретный Лапласиан 𝐿 рассматриваем на вершинах: 

𝐿 𝑣𝑗 = (𝐿 𝑣𝑗𝑥 , 𝐿 𝑣𝑗𝑦 , 𝐿(𝑣𝑗𝑧)) ,  где 𝑣𝑗 = (𝑣𝑗𝑥, 𝑣𝑗𝑦 , 𝑣𝑗𝑧) – набор 

координат вершины 𝑣𝑗 ∈ 𝑉. 

Имеем: 𝐿 𝑣𝑗 = 𝐿 𝑣𝑗𝑥 , 𝐿 𝑣𝑗𝑦 , 𝐿 𝑣𝑗𝑧 = 𝛿𝑗𝑥, 𝛿𝑗𝑦, 𝛿𝑗𝑧 = 𝛿𝑗 .

Общий вид Лапласиана: 𝐿 𝑣𝑗 = σ 𝑖,𝑗 ∈𝐸 𝜔𝑖𝑗(𝑣𝑖 − 𝑣𝑗), где

σ 𝑖,𝑗 ∈𝐸 𝜔𝑖𝑗 = 1.



Типы дискретизации Лапласиана

• Однородная/средняя дискретизация: 𝜔𝑖𝑗 =
1

𝐸
.

• Через внешние формы: 

Δ𝑓 𝑗 =
1

2⋅Area(𝑣𝑗
∗)

⋅ σ𝑖 𝑐𝑡𝑔 𝛼𝑖𝑗 + 𝑐𝑡𝑔 𝛽𝑖𝑗 𝑓 𝑣𝑖 − 𝑓 𝑣𝑗 .

Что хотим от дискретизации? Как всегда, всякие свойства..

• Через конечный набор собственных функций. 



Приложения: сглаживание
Нетрудно заметить, что 𝐿 𝑣 ∈ conv {𝑣′ ∣ 𝑣, 𝑣′ ∈ 𝐸}.

Применяем Лапласиан к вершинам сетки:



Приложения: деформация и метод якорей

Для более сложных деформаций – метод якорей. Якоря – это 

опорные точки, координаты которых зафиксированы. 

Остальные меняются так, чтобы деформация была 

«гладкой». 

Пусть 𝑉 = 𝑣1, … , 𝑣𝑛 – матрица векторов вершин сетки в ℝ3, 

а 𝐿 – матрица Лапласиана, где 𝐿𝑖𝑗 = −1 при 𝑖 = 𝑗, 𝐿𝑖𝑗 = 𝜔𝑖𝑗 , 

если 𝑖, 𝑗 ∈ 𝐸, и 𝐿𝑖𝑗 = 0 иначе. 



Приложения: деформация и метод якорей

Таким образом, 𝐿𝑉 = Δ = (𝛿1, … , 𝛿𝑛) – матрица значений 

Лапласиана на вершинах сетки. 
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Зафиксируем значения 𝑣1
′ , … , 𝑣𝑚

′ . 

Как должны измениться остальные 

вершины? 



Приложения: деформация и метод якорей

Как должны измениться остальные вершины? 

𝐿 𝒗𝒚 𝜹𝒚=

𝐿 𝒗𝒛 𝜹𝒛=

1
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Минимизируем квадратичную 

энергию: 

෤𝑥 = arg min(| 𝐿𝑥 − 𝛿𝑥|2 + ෍

𝑠

𝑚

𝑥𝑠 − 𝑐𝑠
2 )

Сводится к решению системы 𝐴𝑥 = 𝑏:

𝑥 = 𝐴𝑇𝐴 −1𝐴𝑇𝑏




