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Вторая квадратичная форма



Поверхности

Гладкая поверхность в Rn — гладкое отображение
f : U→ Rn — тоже многообразие!!
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I квадратичная форма

Пусть M = f (U), p ∈ M. Тогда на TpM есть (·, ·).

Матрица I квадратичной формы:

G =

(
(e1, e1) (e1, e2)
(e1, e2) (e2, e2)

)

Тогда
g(X, Y) = 〈df (X),df (Y)〉 = XTGY := I(X, Y).

Здесь G = JTf · Jf , где Jf — матрица Якоби отображения f .
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Нормальная кривизна

По определению: кривизна (со знаком! в зависимости от
сонаправленности векторов нормалей поверхности и
кривой) нормального сечения поверхности плоскостью!

kn(X) =
〈df (X),dN(X)〉
〈df (X),df (X)〉
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Оператор формы (Shape Operator)

S : TpM→ TpM, df (SX) = dN(X) (df ◦ S = dN)

Главные направления — собственные векторы S!

Главные кривизны — собственные значения S!

S — самосопряженный оператор.
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I квадратичная форма

I(X, Y) := −g(SX, Y) = −〈df (SX),df (Y)〉 = −〈dN(X),df (Y)〉.

Заметим, что
I = I · S.

Матрица I квадратичной формы:

I =

(
〈N, fuu〉 〈N, fuv〉
〈N, fuv〉 〈N, fvv〉

)
.
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Теорема Менье

t — вектор скорости к K, Nt — нормальное сечение плоскостью 〈n, t〉,
n(K) — вектор гл. нормали к K, θ = ∠(n,n(K)). Тогда

k(Nt) = k(K) cos θ =
I(t, t)
I(t, t)

.
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Дискретные поверхности



Выпуклая оболочка

Для множества S ⊂ Rn его выпуклая обочка conv(S) —
наименьшее выпуклое множество, содержащее S.
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Симплексы

Точка, отрезок, треугольник, тетраэдр и т.д.
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Аффинная независимость

Точки p0, . . . ,pn аффинно независимы, если векторы
vk = pk − p0 линейно независимы.
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Симплексы: формальное определение

k-симплекс — выпуклая оболочка (k+ 1) аффинно
независимой точки.
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Барицентрические координаты

Как задать 1-симплекс?

Аналогично для k-симплекса:

σk =

{ n∑
k=0

tkpk |
n∑
k=0

tk = 1, tk ≥ 0 ∀k
}
.
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Грани симплекса

Грани симплекса — симплексы меньшей размерности.
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Симплициальный комплекс

Геометрический симплициальный комплекс — это такое семейство σ

симплексов, что

• все грани симплексов тоже входят в σ и
• пересечение любых двух симплексов из σ является их общей гранью.

Рис. 1: Геометрический симплициальный комплекс и «некомплекс» 13



Линк и звезда

Рис. 2: Линк и звезда вершины комплекса
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Многообразия

Рис. 3: Многообразие и не многообразие. Почему?
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Что здесь выглядит как многообразие?
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Симплициальные поверхности и многообразия

Симплициальная поверхность — это симплициальный
k-комплекс, в котором линк всякой вершины
гомеоморфен (k− 1)-мерной сфере (а звезда ' шару!).
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Согласованная ориентация

Согласованная ориентация на смежных симплексах —
когда на общей грани она противположна.

Рис. 4: Где какая?
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Полуребра

Можно задавать комплекс полуребрами.
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Двойственная сетка

Симплициальная поверхность — сетка {V, E, F}.Двойственная сетка —
{V∗, E∗, F∗}. Вершина f ∗ ∈ V∗, двойственная грани f ∈ F, является центром
(описанной окружности) этой грани. Ребро e∗ ∈ E∗ соединяет центры граней
исходной сетки, смежных по ребру e ∈ E.
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