
Геометриященка изнанка
джкретНЫхгруn

Богачев Николай Владимирович
( Сколтех & МФТИ ) Лексс £

IBbe.ge#2 ( было) :

I Топология (была)
.

~
.

IPumatiobauome.IS)

#Дейзи, чешет#Друид декретные

подгруппе Юужд.
( было )

] Гипертонические поверхности , многообразия , орбифолды .

--

tpynnnopadeemupemenblsomLEY.HU:( было)

ДЁМИНидут:QI=квццомаж

граф Кэт
.

,
лента Шварца - Минора ;

б - гипербол игность ; группы,
-
-

гиперболических по Громову-
- СНУ ( Н»)
И Деформации и жесткость : paTTFFdecomposition.vnаррну
-
- --

classgroups ; пр-ва модулей ,

-

пр - во Тайх мюллера; группа ТореллиE
-
-
-
-

-

и

ядро Джонсона Кд ; твиты Дэна сине graph и гиперб. поtehn twists
"

-⇐,

popmynupobwuteope.mn/eea-koa-(Mtc)

Комментарии к през. лекциям :

[ Трем
- Ни гр -Ли .

Если G Некомпактна
,

то Г I E.их,
и

, след , Не разр .
µ - Нур с кастом .

Сечения каша = (n-1) -мерный торт?
Таким обр , Г > Й? ⇒ НЕ гипер .

по Громову при n =3
.



Теоремы жесткости Мостова , Праща и
-

Маргулиса .Доказательство теоремы жесткости
-
-

-

МЁДАболическахмнонй

①Теоремы жёсткости ( Мостов , Прасад , Маргулис)
-

Тед.

( Мостов "
1968)
-

компактные типербо -
Пусть М, = Нур

,

и Мч =
"%
.

-

ли ческие многообразия.

приТогда n»
F. ± к ⇐ МРЕТ:⇐ ЦЁМ# Эдc- Райком?

+что E- д Бд?

ii.шо
⇐ МЁД)

Тер (Прасад
"

1973)

- н - М
,
и Мг - Неком и Кон объема .

Замечание с

прошлой лекции:

↳(Магдиlis Superrigidity Theorem
" 19 ) Надо подправить .

-
- -
-

-

Д G#ЖЖЖ

Пусть G#son.IR) х К или 54
,.

х К
. # Мы 2) ⇒ Mostow

✓ 5
,

Пусть 61,ЁЁ
"'

связные И гр- Ли без цен.pe и компактны,Уйди
"

M НоЖителей
.

Пусть Г а G. непривод - решетка и у
-

- Г → Gz -чомоморфизм,
+что 7€= 62 . Тогда 4 продаж . до напр- гомотор изма
замыкание по Зар никому{рубо говоря . Да Gjpiin , у : Гдр ⇒Эд : G.→g) Й

: G→ Gz
.

Она
.

Решетка Гг G неправ.

,
если ГМ всюду плана в 8

для всякой некомn ., замки. Норм подгр
N a G

.



Тед.

(ВЖ '
s Density Th ебет)

.

[ вещалибр группе.
GCGLNCIR)) .

Пусть Г e G -решетка
в Нпгр -Ли без комп .

множ
. Тогда ЕМ =G

те - если Рвсн , . . .
. ,
хии) EIRIхм , . . . , хип] ( многочлены

на Марш)

и р (Г) = О , то и р (G)-0 .

Тед ( stroug Мож Rigidity)

Пусть G. G- - связные nln трлн без центра
и комп множ ,

61¥ PSL.IR) , Где Gj -неириврёиетки . Тогда

всякий изоморфизм д : Г,
# Гг продолжи до нар. дом. Ц : G# 62

② План доказательства теор жесткости М остова
--

Тед.

( Мостов "
1968)

-=

Пусть М, = НУ, и М
,
= Нур

.

-

компактныегиперболы
ческие многообразия.

приТогда n» (B) (С) (D)

(A)
5=5 ⇐ НЕЙ⇐ ЦЁМ# 1- де Райкконен?

+что E-grsg?
Аж Джо КЕЙН)ЕЁ ?
-

- -
-

-
.

- -
-

-

← easy
!4 кита :

топологияграфа Джал
из}-динка¥ЁР⑤мйЁЁ ДЕК:
"

② -

pseudo-isometryib.IT/.Ep----
-

+→ дет .

-
дни→дни - К- auasi - d- #ФБ диф пв . ↳ 0167) - К- ддд

.

④ Зы Зы n#
не Рой Жд

-→

ТАМ эрозию ↳ К=L пв .

↳
dв и ТЕConf

и либо Нож - Мож Thrnm ,

⇒ЕЕ lsom(НУ
,

⑤ либо теор. Хонда- Амосова про ЭП код
- потоков на йух (c)



У⑦ М
,
= НУ
,

и М
.
- Из - код:[. Путь К E. Тоцаэгвйтбйр

f- : М, → Мг , которая поднимается до G- экви вариантпой псевдо- изо метры

g- экьив ↳Hit ,
E- Н' →ж

-

лемма о поднятии ' Имеем диаграмму :

g-ДЕ : Пух) -91817681 путей G.„„ I I
(те

. Гоу = 9637) ,
.

мы µ ~ к

g.Тут - азоморфизм
-

'

, Тогда 160=983%1, &
-

- -
-
- - -

-

-
-

-

-
-
- -

-

- -
- - p, р д | Рг

Действ
,
гомопопил есть в силу аферы

- I

µ ~

чности НУР ( см лекцию 1) . Гладкость
' М

,
= К

,
~ 4%2=14

( д
есть в

силу Теор . Уитни о сильной миром
-
-
-
- - _

.

-

-

Симакин ( см
. лекцию 2) . Указание про поднятие до 9-экв .

Гонками
дано .

②Док-во псевдо-изометричности
E

: Н
"

→ Н
"

--

Др . Псевдо -изометрия : f : Х → Y
,

если Э с > 0
,
Е > орг.

¥ дав ) - E E ду ( На) ,
Нв)) E сжав).

ад
.

Пусть ( Х# и LY
, ду) - мифические пр-ва . Тогда опор.

1- : Х → Y назыв. (G.G) - квазиизометр вложением , если

£ 9×1ав) - G E 96,76)) ЕС; 9×6 , в) -14 V-a.be Х

-07. f: (X. g) →( У, ду) - квазиизометрия , если 116) -QI-вложение
2-

и ty C- У 7- ХЕХ :
ру (Нх) , у) ⇐ Свободы : Х Фу или
-

(АТд и
ВЁ ⇒ ДЕЙ) (хох) # суду)

.

Лепса
.

Если f :X →У - QI , то сущесвует
"

QI- обратное!

д : У→ Х
,
т
-что д = (G.G) -QI и Кхе X и у ЕУ верно

1

§ ( g. 760,7¥) 14 и 9×1776) , у) ⇐ Сг
.

ХД У
д



Ленд 1) Isom (Нп) = Санди
") : = 676

"-7.

2) QI (НУ = асад (51) .
- -

-
-

- -
-
-

-
-

-
-

ЕР a) Пусть IX. g) - метр . прва Геодезическая в Х = з :[a.в ]
Й

Влож.

б) Квазигеодезическая = Г :[a.в] ↳ Х - QI-вложение .

- -
-
-
-

-

Наконец
,
тот факт , что 79- экеа квази -дом f : М, →М, и

I : Н
"

→ Н
" вытекает из Л

. Шварца. Минора ( Г. ЖЖЁТ) .

Псевдо - изометрагнать можно вывести из C-линиидевой , или
Напрямую .

Ад отобр .

х '→ ВСЁ) - Непрер. , причем в силу
9 (Ху) компактной М , оно

ТОНУ EEME.is?iPsiEo
.

| р, = %
,

⇒ Г - C- Lipschitz

ЧЁРТ Аналогично
, д и Боба будут Ctipschitz .

⇒Поэтому имеем

:>
9 ( Пх) ,

#d)⑦одну) ; д (БЫ ,учу)) Держу) V-x.ge HT

2) Итак , БОГ = ld#n ( тк gofetdm.tt , причем БАБА -ХРЕН)- -
Напомним

,
что С = {др Сх , где я = тах в( НУ!

УЕ кто То Тогда
ржу) - ZK ⇐ И ГАШ , ГПУ)) ⇐ С НЕЖАД .ge/C=diamGD)

ЁЁ
÷ " ждитемы#ЖЕ 1»



③ Продолжение псевдо-изометрии до гонеаи . Тц
"
✓ДН
"

-
-

(Eollowing Marteli
" Introto вот Торы

")
Тед . Псевдо - дом F :

Н" →Н
"

продолжается до F : ПЕЙ

Ленту КНР

Пусть ТН
"
→ r -

: н# а = (О , - Тар
проекция на прямую.

. «n

Тогда €
(1) coshg (x.ТЫ) -

I
со -0

a -

"

I:[«
"¥"

« 777--17»а

hd.HN/amaximaloff:M-sNataEM:maxDok-e( dilatation ПЕТИ t.lv

(1) М
-
и -

,
что мы в Нг с ¢

,

Ых) - I
,
rlt) -
Й

.

НА = ЕЁ, т.к. 961=8 , це 1) - Ё -

пусть s - фата) - тьуа х = .ie# рй:[? )
и шо = sinLE-A-Imlx.IE/--2esI--Icg

TФ П : Н
"

→К
, тогда DI -- Ттд → «a)

r

Мы в модели tf-xpo3ioyk-OV-uokerldaA.rs
" dinn V = И -1

Имеем для и c- И
Ю

ПЯТЫИ 11) e

Т
-

_ Ещё шо = Платы) a.



Демид Пусть F : Н" → Н
"
- псевдо -ирл . Тыр 712» :

„
ЖДЁТ" ¥tИ

Фонд «Шу) -GE.gl#xhFhi)EGglx.y)..Bz,F-G-lhnm

Возьмем R :
cosh LR) > ЕЙ . Пусть Берт -такс - кусок,

на котором ЕСТ) вылазит
за пределы И .

I тьуа
но A. 1-

{ gk.SI
-ЧЕ

| в
# ⇐Ж)

⇐МЫ,# ⇐

⇐ арт) ⇒ шик)
C- 496,5) .

Правую часть можно улучшить :( лента 1)

gl.HN/FCsDE%acpgslr.s)t2R . Отсюда

€
,

- донт) 945) E 21244 , причем сама) > черте

glr.sls.M.la , . Берем R
'

: = Rt ↳ М .

Лента 3
- = НАД
F : Н ' → Н

"

- псевдо жи Ди ЯЙ

пром £
Тыр Это : V- РЕН

"

К
>

-
и всякого луга Еизр

не# c- МЕР#
з ! луг И УНР) ,"

# (e) С МММ) .



Док-во : Пусть llt) - натур кран →дело) =p .

Тогда Дзз 9 (Нр) , НИН)) = -1> ,
ти F- ЖЕ
ст . рис +

Л 2

Пусть и C- ТИРАН НИ =L . Тогда {73→жду
"

Пусть в - луг с жир v. Тоза Не) с ТШ) . та

-

Значит мы можем расширить F :
'# → Н

"

до

F. Т → Т
-

sдни
Классы эквивалентности лучей

#D= ЕЁ» .

йошта

ЕПДН
"
-svs

'

Лент 4 [ : дни →дн
"
корр ар .

и инвектив но
- ↳

-Даев Пусть 1.1 - луж
Ест 9146,11) →ю »

⇒ dlltl.lt)) см V-t.SIFIIHD.fll.lt))
→то

Пусть не,) = ей
,
мед =

неводы в силу СМР
.

-
-

Если l, и 1 расходятся ,
то и 11 и в

'

расход

Летне( Моне -Mostowlemma)

Пусть E. ни→ ни _
тайком. тогда 1- РЕЙД

"

1- иод .

ЕСН
"

7 ! геоде
'

: кварц f- (e) СМИ
') в%

msn.KIE.KYEEE.de.



над ТНТ ÷тё
- й

(A) : К→ Й - нет пар .

Можно разрезать
l на 2. луча

Тыр htt » имеем

F- ( НЕТ)) сд (Ё) и

берет t →+а ⇒ Не) CN.de
')

.

-

Ленту Пусть F- псевдо -дом . Тыр Э
R >о :

f. l и штрих -ти ЖЕ образ ЕСН) при проекции
на ЕщЁ попадает на духу длины - R .

-
геодезическая

d- геодезические
выпрямление

Мв)

-

Док-во .

- сонd) = К
Рассы произв . прямую

÷

[ I , о)

sctnpx.at?P-HHdCNps9ses4d ЩфЁ
q
-те, ТВ) ⇒ 919 , НР) ⇐ R ⇒ ДАТ

g. СНЫ, Ц) «e
- d Ё

ЙЕРЕ sla , ⇒ нам»



ЖАД""72¥!».E CCRI

Лунд E :# →Т нар .

-и даже гоню.

Док-во ! Пусть х ЮН
"
и Их) Едн

"

. Пусть ЕСН
"
-луг ,

+г
.

% -х
. Тогда %

'
= Их)

. . Более того ,
НА -ддд

"
¥:

АНЮ

⇒ f- ( НИА) с s .

⇒ жир .

в кони.

Далее
,

F нтр ,
иной

.

, ар на комнате Й

{ пути µ
"⇒а: .IE?:33i

ТВ



④ Boundary map ДЕ is quasi - сон formal :

-042f:X → У яьл. С- квази -конф , еаи Ёх

V-xc-Xl.im 77 ,#%#14 Ых)))
а

a-| ⇒0%7,1%61#
← с

Док - во @
1-1
-

(
и:p toisometry)

Можем считать , что
д
- f фиксирует

< к l ХОН
"
и
Еэх

,
ЕЕ Н
"

. Тогда

t.no:1?I.i
ЕЁ
-

Расам сферы 5
,
и 52 рад -

R
,
и & соотв

, ьчран .

Тогда Ri §
,

¥ = вод (Ид) e. УТЕХ
В

Тер . Пусть n > 3. Тогда quasi-confh.no E :S
"- '

→Едва

диф . n -в - Более того
, d.Правпод.ie?xs1:V-n.6x.EShtuV-VETxS

"

↳ e- НЕЕТ »

Задние При п -2 не выполнено уже про d.Е.

А именно
,
7 гомеоморфизмы

51
: d.# = о



Тед .

(без док-ва) .

1) Пусть ЕЕ Нотам
"") л C. (51) . Тогда

F- E K - Qcohfls
"-1)⇐ DF E K - Qconf (TS

" " )
.

2) ЕЕ Qconf (5 ')
и ДЕЕВАНЕ

")⇒ ЕЕ 6715
"") .


