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② Группы отражений - простейшие примеры-

1) Рассмотрим Г = (Rt , КНР . Тогда R
из Rщ = Rot

, где

✓Нг 9 =L Сна ,НО .

Если г- дискр .
и

_¥#Ё D= НИ Нй - фунд конус для Г , то°

th@oto9Y-_Id.te - У = ПК
.

(Иначе найдется отр- е , которое разрежет D) .

Следовательно , фунд. Многоугольники для дискр - групп , порожд .

отражениями ,
имеют углы вида Пдк - Многоугольники

Кокера .2) Треугольники Кокстера .

E : [ + Гет Ит - П ⇒ (k.hn) = (2,44)
.

( 73,6)
,
13,33)

.

EEE.IE#t
5 : t.lt fn > 1 ⇒ (Квн) = G.am) , 6. р.» , крч) , 14251

тетраэдр куб додекаэдр
октаэдр , икосаэдрiii.

Нк Нг

Нг : t.tt -12<1 - III.



③ Модулярная группа Кляйна PS ↳СК)
.

-
- -

Рассмотрим группу PSLI.IR/=IsomIH9 .

Она состоит из
( собств - сохр. ориентацию)

преобразований z 1- ЕЁ , где a. в ,
c. d EIR

,
а d- вс = 1

.

G)

Группа Isom ( Нг) = PSL.GR) Х 17 содержит также и

Несобств движения ( меняющие ориентацию) вида

Z 1-7 ,
а , b. c. d C- IR ,

ad - вс = -1
.

( Han
.

,
что НЕ fz ЕЕ ( I та) > о}

( N) дн4=51 = { zllm#⇒} ✓ - =IRU
]

Выше T обьзн . отражение TLZ) = - E отн
. прямой {Relz) = ЁЁ¥

Далее , рассмотрим модулярную группу
Клейна F- PSL.cz)

и расширенную группу Р = Гхк> . Группа Г состоит из

движений вида (5) с a. b. c. d £2
,
а группа

Р также содержит

все движения ( N) с коэфф a. в , c. d c- Х .

Несложно доказать,

что Р дейаь равна ГКБ ,
а также , что Г и Р явл. дискретными .

Группа Р содержит отражения
т : г-Н -E отн РЖД - о}

,

% : z ↳ 1-E отн
- прямой ДЕК) - Ц } и Tz : Z ↳¥ отн

. { 12-1=1}
( инверсия)

* ЩЁК :*::[*
⇒ж

÷:÷:}
Далее , т,

от (7) = 1-17 ~ (в }) и ТЕГ G) = -↳ ~ (%)
Эти матрицы являются целочка. элемент преобразованиями строк

и столбцов . Можно проверить , что всякую матрицу из 542)
можно таким образом привести к II - Следовательно , она



представила в виде слова из матриц (1)
"

и (
°

, })
"

.

Значит
,

11 11

А вF- порождается отражениями T.IT , Тг относит. сторон Д .

Отсюда получаем ,
что фунд. обл. для группы Г= PSИХ)

есть треугольник D '
=Дуть) , причем Г порождается
ВЫТЬ, о)

центр ммм . ГоГг с центром в т
.

I и поворотом Цой на Ез вокруг
# E ' . Можно доказать , что между

D
'

этими элементами нет найдите.it?9d&.#
Отсюда вытекает следующий нетривиальный -
факт : Г = PSL

, (2) = 22*23 ( це Чи = Кра) .

④ Группы отражений , многогранники Кантера и теория Винберга-

(классификация)
1882 Рёкан

, Dyck - фуксовы группы ГС вот (H)

Т.е. в том числе и

многоугольники Кантера⑦ E

в Н ? (Для Eи 5 довольно Sg= ЧЁ
.

просто ) .

и

др .

Обобщ- выпуклый многогранник Р = [МЕХ назыв . мн -ком Кантера,
если htitj либо L (Hi

,

= Пту. ще т ЕЩЕ143 . - - . I , + ¢
" dosCHilndosl.tt)

либо НИHj , те . mij-
х (если ХАН,то Hinttj C-ДНУ

,
либо

,

в случае ХЕН
"

.
Hi и Hj -расход .

,
те Hin Hj-9 .

Матрица Грама G(E) = Gles
. . . ,
ел)

,где Р = ДЕНЁК .

и dosltlind.scHj) = 9-

Причуд a) Многоугольники Контора в ЕЗ 52, НЧст выше).
2) Правильные многогранники в ЕЗ, например,
кн 1

им синим

Д II.Уйдет



Тед .
(МЕТР- Сохeter ; для E- Н

"
- Винберг)

А

Пусть Г с Isom (
Х
") - дискр- гр, порожд . отражениями. Тогда её фунд . мн-к

является мног-ком Кокйера R , причем F- Же) явл . группой , пород.
•ранениями в чиперплоскостях граней мн - ка Е .

2) Верно и обратное : пусть Ес Х
"
- мн-к Контора _Тогда

F- Те) с Isom ( Х") - дискретна , и
R - её фунд. мн

-к
.

Тед.
( Коккер ,

1934г
.

,
Дж

.
of Ман)

Классификация многогранныков Кокстера конечного объема в

Хи = E и S
"

( существуютдля всех и 72) . Ответ будет
представлен ниже в виде списка эллин . и параболыеских

диаграм Кокйера .

1966 год , Макаров - Компактные призмы Кокстера в НЗ
( первые примеры неарифм . подгрупп в Роз ,в

Теория ЭБ- Витберга гиперболы - групп отражений (1967 , Мат . Сборник)--
-описание многогрешников Кантера в Н

"
с помощью их

матриц Грама и диаграм/ схем Графов Кокстера .

- Критерии компактной и конечности объема на языке подматриц
и

подсхем .

- Критерий арифметики и квазиарифме - ВР(Винберг)
+игности для групп отражений . | О существ иОпд.

Обобщ. вып.
мн-к назыв. остроугольным , единств . остроуг .

если L (На Нр) 2- Пр .

( Частный случай : мн-ни Коккерa). Ми-ка в Н" с

заданной натр

Тед .

( Андреев , 1970) .

/ трата : G. аж.)

Классификация остро уч . мн-ков конечного объема в Н?
Пусть 5=6--2

Тед (Винберг , 1981 и 1984
, доклад

на ICM 1583)
.

= [ ' -Ё) 'джо,
не существует компактных миров контра д µ

»? ) и • ~ (g. до .»
Тадо ( Прохоров

'

1986
,
Хованский

,
1986)

.

Тогда Э ! округ
ЕСН" : G- GCI)

Не существует мн - ков Кантера конем. объема в Н
» 999-



ДР= ?
"

Нй t.de ти . .

Coxeterdiagramsfsohemeygr.ph, т- 3 → '

-- ти a-

ЦЕН if Ищи;) -Еу.
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Gxeterpolytg.es in Н? ; F-НА

ИМЯ К ldeal → Мнк .

** 47¥:[÷:{÷. :#
ЁЁ:

Кокера.
boundary
✓ Е дни254

Gxeterdiagramlsohemelgro.ph of Р is SCP)
.

rank SLP) : = rank ( GCP)) ; signotureof S - signatof G

Thus
, ellipticsubdiagramsofrankn-susualvertiy-u-ofrank.in-1 → edges €2}parabolicsubdiagramsofrank-h-1-idff.us

.

lannerdiagranis-diggrsgf.me diagrams.allwhosepropensubdiag.aellliptic .

• - - -
- - о ÷

×(Lanner
"

1950)

)
¥~

т polytope

4£ Ук" Н" Ym < 1
До not existin Н

»
= сот 411имя

°

( trianglesin . dassifiedinHZEnt-4-YYFinvol-Gnvsusl.iorat
G.(Винберг ,

1967,1971-72)
.

-

↳Рве а hyperbdiccoxetern-pdytopelie.GCPhln.IO . .
-
о)

1) Р iscompactfeveryellipt.ie S
, CSCP) can
ranks

,
= и -1

beextendedtoaneleipticsubdiagofrankninpre.cisely 2 ways .
7175г

2) V Я G) < + - ⇒ -"- canbeexetended.to

ап ellipt subdiagofrank-norparabolicofrank-n-linpre.ciНу 2 ways.

3) lfforeverylannerszCSLDweharerankfs.eu#--y+s
,

t.hn Р is сотр act .



ЕДЕ ÷: ЕЕ
↳

②
Rewrdexampleofbugaa.no i. и 118

( 1992)
( arithmetic)

.

⇒Д⇒ ¥17.11:
↳ ↳ 69£

,

и = g

⑤ У

Тед .
( Федоров 11885 - 1891)

Существует всего лишь те.
таких Гг вот СЕ

")
,
что

- 17 кажд групп в
¥ Vol (Ер) =ня (D)< +х

,

- 230 Кристалл- групп в
ЕЗ } де Д -фунд область .

-
-

-
. - - .

-

-

Пусть Г с Isom (E) = КХОЛТ
. Тогда для всякого

8 = t.rs
, где t - перенос , ЗЕ ОЛR) .

. Введен обозн :

В = 17ОКТ 187-7527 ( thnit) для г .

Известно
,
что Рр не облзат. явл подгр - в Г ,

но при
этом f. = %

.
, где 2. а Г - под гр. парам . переносов .

Нетрудно убедиться , что Ер действительно является
группой , те . У = 5 , о тз. .

если 8--2,082
.

Более того
,

можно показать , что Pr с Sym ( L) .



Тед .

( Бибербах ; 1911)

1) Пусть Г а вот (E) , vol (Ер) а то . Тогда
дилер ,

• card (Рр) с -1-0 .

| . ⇒÷.
I ЁЁ,

нодгр . параллельных
переносов

2) f- и 7 лишь конечное число таких групп Г а вот (E) .
--

Тед
. Пусть ТВ

"
- своб

. дйавуетна 5,
гетто

") . Тогда
Г# 1

.

⇒ Пр = ЖЕ Пхг = ЧЕН '

€25 .

если и = 2 К

2)
. Если же и = 214-1 то 52 -ориентируется
-

⑥ А тожетеДушные

Рассмотрим труппу AfflE) = ИХ ЕИСК
)

.

В ней также можно

рассматривать дилер подгруппы . Причем µ (МНТЦ) а + - ⇐

✓литр) с +а Что такое КЦ ?

Тед . Следующие определения для плоского аффинного многообр
-я

Эквивалентны :

(1) М - гладкое мне
с атласом (Иац) , где ф-ции склейки

др : 4214 Чр) → др (Имир) C- АНТ )иски
.

② М - гладкое мне с аффинной связностью Пс R# о#= о ,
+ензор

Це Тр (Х , У) = ДУ - Пух - [ X. 43 иimgur.HN)Z = 7,72--7,17×7 - Пж,

Z
. I П : ЖМИ #М)→ЖДайбрали акт полей

(3) М = Ртр , где К АДИКУ и ГЧП
"

да) = ЖДУ АДУ .

tors.ws properly
Нее '

discontinuou.ly |



The Auslander Conjecture
-

42)

Пусть М = ТУТ - компактное афф - мног - ие
.

Тогда Г = ТИМ) виртуально разрешима .

(Milnor
, 1968 , Днр верна без уж- я компактной»Магдиlis , 1987 Контр- пример , используя гиперб,

элементы 81,6502
,

Тед
.

Гипотеза Ауслензера верна при
- н-2 ( несложная теор) .

-

н =3 ( Fried , Geoldmau
,

1983)
- И ⇐ и 16 ( Abels

, Margulis , Soifer , 2012).
- н- 4.5 (Потапа

,
1990-2016)

.

Тед. Пусть пара" ( ПЕЙТЕТогда Тэк и
не явл

. вирт . разрешимой .

Тед.

( Margulis.LV inberg ,
2000)

пусть Г с PQ.IR) -дискрподгр , ↳дерр - отражение и не
оставл . на месте ни одну плоскость или точку на дни.Т!

Тогда Г явл . large, те. содержит подгр. Конечного индекса
,

Т . что Три = Пп
, ↳ г .


