
Геометриященка изнанка
дней.

Богачев Николай Владимирович
Лекция 4( Сколтех & МФТИ ) -

iBbe.ge ( было)

ITоююшяCбы

I Риманова геометрия ( была :)-
① - гладкие мн-я

,

② f- группы
Ли

,

- рилгановы мн- я .

③ - сити. одно р . пр-ва,
- пр-ва пост секц. кривизны - Е

,

5
"
,
Н
"

.

④ - (гиперболпесня) пр-во Лобачевского Н ?

⑤ Еще немного римановой геометрии-
⑥ Ещё немного геометрии Лобачевского-

#Дейзи, чешет#Друид декретные

подгруппы tpynn Ли
-
-

-

②Дейрдаёт спор
Пусть Х - топол . пр -во ,

и в ⇐ Нотео ( Х)
- группа гомеоморфизмов
-

(гомо морф
изм)

g. Х
→ Х

. Тогда действие 6¥ можно воспринимать через 91646.

Опд в Фактор пр-во -% = { 0160 = Gx ) хех } , где
G а Нотео(Х) .

-

Снабжается стандартной фактортопомоги
ей : пусть Ро :X

→% -проекция ,

тогда И с% назыв. открытым ,
если РЕЧИ) откр в Х

.

Опр .

Действие вПХ назыв .
• свободным ,

если дх #х Кд # e E G и tt ХЕХ
.

• вполне разрыв ным ( properly discontinuous ) , если Ах,у
ЕХ

7- Их эх и Иуэу , где
Их

, ЦЕ Тх ,
тг . # {д EG ( д#n Из #О } С -17



Прод Пусть G АХ - св . Хауд . пр - ве . Тогда след. уж .
экв. :

1) G АХ свободно и вы
. разр .;

2) % явл. Хаусд .

и отображение Х →% - накрытаe

-

Накрытая типа Х → Хд наз . регулярными. Напр. f:X→ У -рег , если

f- (ТСЖ) 0 П, CY) . В этом сл .

G = ТЦ
f-(Псх))

-

--
-

Тед f. Всякое лан .

- св
. лок- стягивается Хауд - тон

. пр
- во Х есть фактор

Про универа накр- я П по G , где GАХ свободно и вполне разр . и

( бартон
Ц :
dostud-n.mn) 6=51 (Х)

.

-
-

-
-

Задачу Пусть ИХ
-

ДЕК.

тон
. пр -

ве
. Тогда C. 4.7

1) G АХ вы
- разр .

D V КСХ # {д c- 61 дни к# } с +а
компакт

3) от обр Gx Х # Ххх , где
( д , х) ↳ (два ,х) , явл .

собств
.

( proper)
,

то есть F- I ( компакт) = Компакт - Цд(к)
-

дрI .

G АХ - нокомпактно , если 7
компакт КСХ , тг .

ЁК = Х

Задача. a) G A
X -коком n .

⇒ % - комп
.

топ - пр-во

б) Пусть Х -рок .

- комп топ пр - во , GАХ
т . что % -комп . Тогда G-АХ -коконы.

② Группы изометрий Isom ( М) .
аж
-
-

-0+1
.

Тон
. пр-во ((Х,

У) можно снабдить сотрact-opentopology.ie .

базис топологии состоит из Цк» : = { f :X →Y ( НК) с V C- Ту)
Р
со mpact

Замечание :
Если У = ( Y

, а) , то compaet -оратор ⇐ топологии

равном . сход -ти
на компактах ,те .#} c- ( (X. Y) - сход к f- C-( ( X. Y)

,
если

V. КСХ : 1)КЁ Ак -

д =diffeo , 919×941=909
)

.

Она lsom (М) = { д - изометрия
М } « НотиСМ) .

Теор( Му ers - Steenrod)
Isom ( М ) - группа Ли с тополочией ,

совм с сотрact-opa.to Отобр.

F : вотМ) КМ→ Мхм
,
( д , р) ↳ ( др) , р) явл.

собств
.



Предай В М - компактно ⇒ lsomСМ) - комп. гр . Ли

г) Кхе M стабилизатор Gx
= Stalx) = { де G- вот СМ) ( д (х) - х } <G

является компактной подули .

"

Обод lsomt ( М) а вот (м) - подр . индекса 2 изометрий , сохр ориент.

Задачу Пусть М - Рим .
мн -е

.

Докажите
,
что ТАМ в n -разр . ⇐

Квоты)
дискр году .

Если М полно
,
то эти уж -я равносильны тому ,что ЖЕ М и {ди} - бекон

орбита Гх дискр } # предел вйз +- ах , дл»)- +х.

потм

a-сбил , Тх конины Hint : теор .

Аскот -

Пруд.

Пусть Г С lsom (М) - т. что ТАМ - свободно .
-

Ариша
в n

.

разр . Тогда существует
единав. стр-ра риманова мн -я на Мр тю П: М →Мр - показом ария .

Дево : Пусть И с Мр : П
-Чи) = 7*4 , где три

,

и , → и _ гомеоморфум.

Тогда берём
И 1 и переводим рим. стр -ру с Иг на И

.

Она не зависит от 41,

поскольку НИ? 72 : д :(4) =Иi , где gi C- К
lsom СМ)

.

ддд

③ТЁЩЕразрешимой,Ё

Опд Представление в виде образующих и опред - соотн -й : G- ( S I R)
2

порождающие
SESCG)

G - конечно представила, если cardls) , cardLR) «х ) слова из sj?? . . = e

G - конечно порохдай, если cardcs) с +- .

С соотношения )
.F)=

др] .

Свободная группа FLS) = ( S I ¢) . iranFF-cardlsm.it

Свободное произведение 6762
= ( ss ,

5ч ( Rn UR»
.

Т.е своб
. гр . ранга n - Е = К# . .

.

* Ч
.

Опд Коммутатор групп [G. НЗ = ( [g.1=9154
" ( д c- G.hett ) = [Н, 9.

Коммуны группы G - это [6,63 . Производный ряд 6=66 п
. . . .

, где

вы" = [ 646
"
]
. Группа G разрешима , если Эн : G

'"
- е

.

ДУШ . 1) 663=72%11 I Ын -абаева} .

2) Подгруппа и фактор разр гр . тоже разрешимы .

3) Разр группа содержит нетривабелеву подгруппу .

4) Если Fz = 2*25 G ,
то G НЕ разрешима .

Др# .

Группа G проста ,
если она не идут нетрив - норм. подгрупп .

Простая группа Ли - связная ,
неабелева гр . Ли ,

не содерЖ .

-и-
.



*

буд Если какое -то свойство выполняется для подгруппы

КЁгруппы G
,

то говорят
"
G виртуально обладает

свой
"

.

Бывают виртуально абелевы , выйдет.

Тед ? ( лемма Сельберга)
char СК) - о

Пусть k E E -поле , напр .

,
b- ④ , , . . ,

IR или e ,
и пусть 6164

(в) -

конечно порожденная линейная подгруппа . Тогда G содержитнормальную
подгруппу коды свойски

(те 3- Но G ,
[6.Всю иЖЕН ordch ) = +х )

.

6¥ virtually torsion -free .

Идеядок : Искомая Н - Каид) , где у : G→54 (Ер) для

достаточно большого простого р
ЕМ

.

Й

Гримера . 1) Пусть 1111 СЕ? Тогда D-
= ( Ren , Re» 222*2.

2) Группа § разрешима ,
но Sn

,
и 75

, Неразрешима .

Т Группа 504,9) проста при р -1973 ,дер 9) ¥ (1)¥40) , 10,4).
" "& "" "°" " "

" " )

)
ТЁ 1) Пусть E- своб . группа ранга

и >2. Тогда [E.E) = Ею

2) Если F =L ,n» ,
и F 7 Нг> Н» . .

_

- убывающая цепочка,

где [Нк: Нкм ]
их

,
то там (Нк)#¥.

3) ftp.emuma .

Более того
,
если Ей G

,
то G- не разрешима .

сл. Магнус
, Кфм,

Тер ( Альтернатива Типа)
солитер

Пусть К ЕЕ - поле ,

charlk) - о
. Тогда всякая подр .

GLGL.dk)

явл . либо виртуально разрешимой ,
либо содержит Fn , пы .

Деве основано на :

Ping-Pongle.mn : Пусть д, .gr C-
В (Х )

,
и пусть 9,99 , ОХХ ,

%
,
а
,

что Pin Qj -9 V-i.si и

¥ ча».is?PD=ai - тогда
« ныне. .

А - Г = (д .
, gpzfzcsl.GR) , где

Р
<

g. = ( в ;) и у = ( 17)
.



④ Борелевские меры и мера Хаара
--
- -

ОУН. Борелевскоемн -во АСХ - получено из откр
Йтых

с помо
-

Чью ¥
,

Мы
,

К
,

и дополнений
. Борелевские мн -ва

образуют бореаевскую 6-алгебру
В на Х

. Борелевская

Мера µ - это
G- аудит ф-ция µ : В → [о , -1» .

Мера конечная , если µ (Х) < то ,
и ток - Кон .

,
если Кх C- Х 74хэх

,
т.ч

.

Их ЕВ и µ (Их) на

Гадд ( Хаар) ( сонеты базой)
На всякой лок . комп тоном группе

в суизеавиединй.Сын. до инф
( 6-конечная)

левоинвариантнся Нам ( µ (да) =µ ( A) для всех
мера Хаара де G и АЕВ) .

Опд правый сдвиг меры Xaapa гд# = Хдд) -µ , где

Х : G → В >от модуляриал ф-ция . о

Группа G наз. io, если 2=-1 .

в части , 50,59
Пред Компактные

,
абелевы или проср.

Ли унимод -ны .

Док-ва : Если G компактна ,
то Х ( G) с Ру - компактно , те - Х =L .

Если G-абаева гр , то очевидно. Если G- проста ,
то

ker.NO = G- В

Опре Диар - недр.

Г < G назыв .
решеткой µ { 4) сех ,

и равномерной решеткой ,
если % - комп .

covol ( Г)

Примере

Г = 7€#e.„e.
A E

ПЁ Кара .

-
в
Н"
" " "Уж

↳ЧЕ7- Куда

^
T.e.EE#mCE%2cpy Пк

.

1246
.

Тогда соня G) a -не uol.EE/r) < но
Здесь Ер⇒ор (компакт)

. G)р комп ⇐ Ер компакт .



⑤ Фунданeнтальныeоблaйиgиaффуn .

Пусть Г а вот (Х)
дискр .

Она .

Замки
.

область ДСХ Назыв . фунд _

областью для
Г
,
если

⇒ дня
-

- х

⇒ intl хД) n int ( 8D) # ¢ ⇐ 8=8
'

3) Док - Кон) Крах ЭЕ» : #{ НГ ftp.dnintGDIFX}С

же : а как 1%1*5 ПРЁТ
. # жЁ

2) D- =#%
-в

=L ке
. .»
%

им ЧАЕ
?

-e
. an.LI?Erm

.

Здесь

3) Sgmc» А 714 ЕЩЕ #
ЕЕЕЕ


