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[ Арифметические группы : общая теория-
[Разныетипы арифметических и неарифметигесках решеток в РОДА- - --
--

②НЕЁстарше
Основные поля : Кса , где [&: а] =D те .

b.= ①(Д
.

Если Кб: Кст а

имеем ЖК) с IR
,то К назыв. вполне вау. Напомним онр - артом групп .

Пусть К с IR - вполне веец поле ангина, да
- кольцо целых.

Пусть Н - Некомп
.

ты группа
Ли

,
т -что Но не имеет комп множ .

Она
. Алгебр .

К- группа G назыв дедуля Н
,
если

G- простая и 3- спор . готом. д : G ( Кхо a) → Н
.

изогения
с ком"

- ядром-
TT ЦСП)T.e.IE # "II.немым ↳как )

ядром
ад . Т

,
4 а Н соизмеримы ,

если [rj ; д
на 4-42

Ст
.

Они сосут . в широком
смысле

,

если 3- во Н : ЕДЫ и Гг .

ТУРеда ( Borel & Harish- Chandra
'
1962

,
Ahn

. Ману
dim ВК

d

dim На =D

Если для 7 Н верно , что ТЫОк) , уе
G -дох- K-гр .

для Н ,
то Р - решетка в Н ( по мере Хаарa) .

Более того,
если П : АК④ a) → GCКфк, , где

КК К
*хк (какаяf)

1- о П(Нод) - решетка в ПСНХК) .

Др .

Решетки в Н из теор .

Б - Х -4 наз . арифметическими
- -
- - - -

ТЦ Margul.is/trithmeticityTheorem
' 1974)

.

Всякая непривод . решетка Г с G в тигр -
Ли за исключением

случая , когда G изоген
на 59,1(ТЫ × К или SU

„„
х К

,
явл

.

арифметической .

-
-

_
- -
- -

-

Примера
.

1) SL.CZ) - a.рифм. решётка в ЖК).

⇒ s↳СЧЕТ) - а рифм решетка в ДСК)хд .



② Простые и полу -простые алгебраические
k -
группы

-

- --- -

Од. Пусть х c- Ыыы) -Тогда 7 ! xs ,Хи E G↳( E) :

Х = XsХи = Хи- % , Це Хо
- Чп элемент ( диагонализуетиый),

хи - униженный эл-т ,
т.е @и- 1) - нипьп :( хи -57 о ДЕД»

.

t - коммун алгебрA-группа , связная и сост
. из полу простых

( диаг) элементов .
Всякий пор сорян. подр . знак матриц и

изоторфа ШХ . .
-
х 64 = Их . - -

х E. Гор назыв . К - рас щеки--
-

diтт

мхм , если он К- изоторфен III.
"вау

. ранг гр. G
-Ай такс

.

R-рас из- торт .
(rankфф).

Пусть G- алгебр- K- гр . Тогда 64 - ми-во всех унии .

и Чижов
для группы G.

Мн-во G) явл алгебр .
К- подмн - ем в G. (Известно,

что 6461» с G) Если да 619 ,
то gs , ди Е АК) .

При всяком

маразме 9 : 61-762 имеем : яCgs) = фф, и Жди) = Хд)и

ад . Характеры аж группы G - это морфизмы G → 64 .

Они

образуют конечно пор . коммит. группу Х (G) .

Например ,
если Т- алгебр Тор , то ХСТ) - свободная абелева гр .

ранга
diml.TT

.

Она . Радикал (днитот радикал)ам K-гр. G - это Макс .- -

связная разрешима(ушат) алгебр. норм подгруппа .

-
-

Джи ,
если сёдни и 6-9,ей

ее РК.

(Если G -ти
,
то она редуктивна)

Лена
. вряд

- Ни группе, Судяµ
- редуктивнее гр .

Она . Группа G ЖЕ ,
если у нее нет нетрив . норм .

алг. подгрупп
и ii., если все такие подгр. Конечно .

Перл. Связная аж гр- G расклад .

в
прямое произв .

почти простых

алгебр , подгр . . т.е 62 618 .

.

× Gm
.



③ Arithmeticandquasi-arithmetichgperboeicla.ttios-
--
---

.

Пусть G- почти простая группа Ли , напр .

,
G- PQ.IR) .

Тогда общее определение шрифт . подгрупп можно
переформулировать более простым образом , т.к. G не
может быть изогенна прямому произв -Ю простых групп .

Let G =P Он
. , (R) = lsom ( НУ and let
-

k с IR beatotallyrealnumberfield.gl. ④ 3-Асю

Ок

betheringofintyrrsofk.DE#Asimplealgebraick-groupЁ is admissible for G

if Й ( IR) = G and СТ Д) is соmpaot for any

67 id : К → В .

Б - G РК
) = о pjtk-xs.ca)

Рк С )
= о

II. Гг
,

Гг С G arecommensurable.is Эд C- E :

-

Г
, а у Ггд

-1
isafiniteihdexsubgpinb.tn Г, and К

Notation : Ти Гг .

Тд ( Borel & Нarish -Chandra ,
1962)

IF Г с G iswmmensara.to/ewithGT4.thenTisa1attia
,

i. . vol ( Glr) с 1- х .

Дед АИ subgroupscommensurablewitt.GL are arithmetic
\
-

If a latti и Г с БСК)
,t.hn/isqnasi-arithmeticIS-Tisquasi-arithmetic,butnotarilhmetic.tn Г is

сама

properlyquasi-arithmeticlnalluac.es
,

К is called Не groundfield of Г .

мои



CArithmetishyperbdlatticesoftype.IS
④ Aritticlattiasofsimpeesttypda.it
hyperbolicrefledongrayf.it, -

.
. 1,1)

Let kckbeatotallyrealnumberfieldt-F44.nl)

II. Ан 2-modulelwithaninnerprodu.at
С ;) of

signatureln.se) ,
s.t.LXOscq.IR > О ,

is called а

↳rentzianlatt.ee ( Нх) = (x. х)iscaleedadmissibk-yoquadr.atic form)
-

-

-1-etLEELOIRIRtfand.tt"
= { х c- IR

" ' ' I #⇒ = -1 } ( the above соmponeut)
-

t.UA#nO'(L)isthegroupofintyralautromorphisz
• ftp.reserving Нн ( ie . ④ И) : 0143=2 ) .

II. АИ groups ЕЩЁ

arecalledarithmeticlattiusofsimplesttype.overk.DE
А lattiulisispi.it flx) = ( x. х) repr. 0

( ie: Эх f- о : Нх) -0)
and anisotropi с ofherwise . з
- К# а ftp.oanisotr.

2- а 44 ( 41)
⇒ 1%2731.2:[↳тайм

Nlostw &Tamagawa ,

1962

Let L bealoreutzianhk-lattiu.TK : ifk-aaudl.is isotropic,

ttunthequotientorbifoldHYOLyisnon-compact.tt offinitevol.
Г" ~In Может сам Нур is compacf поп -Вот hyp.

Санта



Твс ( Vinberg ,
1967)

Let PCPOn.IR) be аhyperbdiclattiageneratedbyreflectionslinfautsoffinitevo.lu
те СохАет polyt.pe РСНУ

.

1) If Гisarithmetic.thenitisofsimplesttypelie.preserressomel.DE/S-Г isgnasi-arithmetic.tn ГС Он (f) ,
where fis апр Ооadmissibdadraticformoverk.andfy-xitx.ie .

.
- + хй
-

Твд . (Vinberglsarithmeticitycriter.io ,
1967)

Suppose Г Clsom (НУ ,
Г = ГСР)isgenwatedbyrefleotionsinfaatsoffinitevd.Gxeterp.ltре Р = [ Нй .

Let 64¥ Gles, -" a) =
Цду } =

be Не Grammatrix об Р
,
and let К = ④ддд. }) .

= ( ЯД
↳ и, denote by Сус ( G) thestofcydicproducts.ie .

У i
Ж 1- ④( Сунь)) . fhus.la с Б ) .

Треп Г

isaiiffthefollowiyconditionshddi.LV1) Б is totallyreal
µ 76 : Б → а ftp.tid.wehave £70 Йди

.
.

(B) Сус (2. G) с Дк ;
о- - - - о 2чE.

and Г isqasiatmet iiff µ) + (V 2) .

lnthistheoremk-thegroundfield.ae
Def-letlbealorentzianlattia.amd let ВДС 044 be

thesutgroupgebyaurtiesRx.IE ,

where

(e) 69,42¥ C- Ок
.

# [ ОИ) : RLL) ) сюжет L iscaed reflecfive
Цфо -
-

(ОИ) = КОХ SymСР)) Г - ВР syml.TL).
-



Замечания 1) Если Г квазиариефм.

и некоконы
. гипер б . гр . брали ,

то 2=0 2) Если в жене Кантера 59) нет пунктир ных
линий

, то уже проверять не надо т.к. 2. софт
- Уйди,

и след -
в этом случае квазиариан

= арифн

Крид Рассмотрим ТЫ с lsomlti) , где SG) =
"

•
-5-4

Ёпт
Линт груша картой ?

'

Поскольку Т имеет идеальную веры то Ты

может быть квазиарчфм только над Q .

0

Рассмотрим G) =
- о») .

Миноры
° -Ты 1 (угловые#1,9

АПР
Но поскольку в= ④ , то нетьжд влом .

нет.

Те

проверятьне надо Далее ,µ) -выполн. Но 01=069
.Отсюда получаем ,

что

Гт (квази)арифметика⇐ сойди C- Q m = 2,34, 6 .

Тед.

(Винберг
'

1981 )
.

Не
сущ.

- Комп
.

многогр. Кокстера
в Н
»»

-

артом . Некокомп
. гр. отражений в Н

??

Более того
, при 141 не zg возможно лишь Конечное число

полей
опред.- я для ариям. гр. отражений : K - ОНФ ,

ОНА
,

ОКТ
,
и тд-Рекордные примеры
-

- компактный случай : 118 Бугаенко 1992
+месте.

- неком" : Н" Борчедрс , 1987.

Год
.

Имеется лишь конечное число классов соизмеримоста

мака
арифм. групп отражений в Н? [ при тю Никулин

и при фикс.

I I 7321 Маклахлен , Раз 2005
ни d тоже Ник? 1981)

" 72 Независимо:
Атон

,
Белолипецкий , Сторм. Уайт 2007

Никулин 2007
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для K -④
" 76{ и =3 анизотр. случай Алакок гол
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