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Богачев Николай Владимирович
Лекция 11( Сколтех & МФТИ ) --

IBbe.ge#- ( было)

ITоююшяCбы

IРимановажмйр Сбыл)

#Дейзи, чешет#Друид декретные

подгруппе Юужд.
( было )

] Гипертонические поверхности , многообразия , орбифолды .

--

tpynnnopadeemupauenblsomLED.HU:( было)

ДЁМИНpuyynni.QI-kbao.name

граф Кэт
.

,
лента Шварца - Минора ;

б - гипербол игнать ; группы,
-
-

гиперболических по Громову-
- СНУ ( Н»)
И Деформации и жесткость : paTTFFdecomposition.vnаррну
-
- --

classgroups ; пр-ва модулей ,

-

пр - во Тайхмюллфа; группа Гореллид
-
-
-
-

-

и

ядро Джонсона Кд ; твиты Дэна сине graph и гиперб. поtehn twists
"

-⇐,

popmynupobwuteope.mn/eea-koa-(Mtc)

Комментарии к през. лекциям :

[ Трем
- Ни гр -Ли .

Если G Некомпактна
,

то Г I E.их,
и

, след , Не разр .
µ - Нур с кастом .

Сечения каша = (n-1) -мерный торт?
Таким обр , Г > Й? ⇒ НЕ гипер .

по Громову при n =3
.



#Теоремы жесткости Мостова , Праща и
-

Маргулиса .Доказательство теоремы жесткости
-
-

Москва
для компактных гиперболических мног- ий .

-
(Х Арифметические группы : общая теория
--

-

⑥ Неформальное введение
Арифметические группы - это , грубо говоря , #у hnыцелыхточТ

Например , тодулярнае группа
Рд (Х) ; группа sh.CZ) ;

или группа цело
численных автоморфизмов ( группа единиц)

Квадр- форм: пусть Их) = Цз arij
. xi -

хз , где ду = orji E Ч .

Тогда можно ржем .

Г = OgtfIGA-G.CN/ATQA=Q--L9i } .
( Если q~pfm.SI то Одн)дай

② ftp.uue Isom СНУ
.

Основные поля : в = ④ ( ftj ЕЕ / j c- 52 , card (a) их}) .
Здесь К = min {К / К' э ts , .

. _ , t } .
Обычно

, tj -корни

pjlt) с коэфф. из
④

. Тогда в = ④К) , где f-(2) ⇒ для
Cpolynomials) 7£ ④[t] - нарыв .

многочлен со ст- коэфф. 1 .

В этом случае степень поля есть degtk.lk : а] = deg(f) .

Помимо 2 миним. многочлен f имеет и другие корни .
Всего

имеем тд вещи 22 комплексных корней .( компл . входят
realplac.es Чотplexplaas

парами § и Б ) .

Эти корни считаем сопряж. друг другу .

:

поля ДК) и ④Кг) изоморфны , и при всех вложениях

6 : К→ а число 612) тоже есть корень t.lt) .

Все эти вложения образуют конечную группу Галуа GalЩа) .

Для всякого ВЕК можно определить нему и след :

Nk1@lf--fIIjlRuTr.aP = ¥19 .

- -
-



Я= ④К))
В нашем случае f. (d)

= о
, где f.lt/=tdtfa.,td-L..tfttfo .

-

Тогда МЫ - I f-о и Ттк) = ± ЕЙ .

Набор {р.
. . , µ } шеи поля в Щ Q ,

если числа

Щ Кин . нез. над Q , что равносильно тому ,
что det.

Для k = ④ (2) базисом является { 1 , 2,23 .
. .

dd " }
.

-

ЕЩЕ11.
.
.

. ва} есть discs.fi . . . .pt = detkippf-detkrp.pt)
Заметим

,
что discss.in . . -

М" } = det ( ii.Г= £1#ddi
-Lj

ад .

Как -вы вон , если E-о ⇐ Пдд?к↳e) .

Мне discsds
, . .

.

LD }
, Мы# и Тгк,# - инварианты группы

Галуа Gal (На) , т.е. лежат в ④
, причем Мкр) = МК)

. Мр) .

Она .

Число LEK - алгебр. целое над Z ,
если 1- д EZETJ

: да) - о

и да) - tm-amitm.tt .
.
. + ао (те . aj E 2) . Кольцо целых поля К

обозн через . Ор = { « К 12 цел над 2 } .

Это замыкание Ч .Аналогично
определяется замыкание подкольца R, в комм . кольце Rz

.

-
- -
- -
-

Всякое поле К есть поле частных своего кольца % , след .

, сущесв .

2 C- Ок , т. что К= ④(2) .

Если К = ④ (d)
, где 2 C- Ок , то 2.[В сорте.

rank(Ок) э d . Пусть б = disc { 1,2 , . . ,
хм } в этом случае , тогда%f- ЧЕМ,

не rank Юн) =D
.

Заметим
,
что все целые базиса имеют равные диокр .

( матрицы перехода рац .
и имеют det = 11)

.

Од . блк = discs целый базис } - дилер поля К.

Петеру » 2- ④(E) = «% Здесь бай:{1*13?»
[803=2 ; Gal (На) = 22=7422 , т.е.

в (а+ вбг) = а-1 вк
бла + в5) = a-ВК

.

Ясно
,что ② (E) - вы -

вен
. Найден ви инварианты .

N (а-1 в E) = (а+в ( a - в E) = ач - гв? Напр . ,
N (E) = - 2 ; NИ + E) = -1 .

На+в = Za ; Tr( E)⇒ .

. detldiag.cz, 4))
.

бк = discss.rs = det (17ч) =⇐Гг)? 48=8 -det(ЕЩЁ})



Наконец
, поскольку 4. Г} - целый базис , то Можно показать , что

Он = ЧЕГО .
. Убедитесь, что V х c- К 1- a.в C- Ок : х = % =амид

в + в252
.

2) К = ④(F) . Заметим , что "

золотое сечение
"

д
= ЖЁ E Од , но

при этом у C- 21553 Те.

21553 не явл. алгебр - замкнутым в K .

(Действий
,
124-15 = 5.те. 442- Чу + 1=5 92-9-1=0 )

На самом деле ,
{ 1

, у } - Х- базис для K и Он = К [
"¥5 ] = 2143 .

3) К = ④(Гт) , где ж C- 2 - свободно от квадратов.

Для таких

Квадратных полей имеем К
-базис : { 1,2} , где 2

= {
Тт

,
т ¥1 Cmod 4)

1-1 Тт

2- ,
ты (там)

.

В первом случае бы = Чт ,

во втором бк= ж .

4) . Заметим
,
что число сойти Zcost)явл , алгебр . целым (многочлены

Чебысиёва)
.

Расам .
К- ④( соF) - поле степени 3 . Его кольцо целых 05-267)

.

5) Можно рассматривать также не вывела - поля
, напр . мнимые квадр ,

расширения : К = @(F) = @(i) , Он = 203.
или

К= ЖЕ)
, Ок = К[ Ай ] .

( см.
п .

3) ) .
-
- - - - . .

.

-
-
- -

② Алгебраические K- группы
-
-
-

Пусть К < E
-поле Хар .

Мао (b)= О . Наши основные поля : К = IQ
,
IR

,
¢
,

или поля

-
- -

алгебр .

чисел
.

Др . Алгебр . под мн
-e X СЕ

"
- это мн-60 решений сий .

полиномиаль -

-

ных уравнений .

Мн-не Х замкнуто над К , если эти pj C- СЕД, -→Ей

имеют кожа из K ,т.е. pj c- К[zs,
.
. .

,
z] .

Для charl.la) = о это равносильно

тому , что Х
опред . над К , т.е. идеал

ХХ) = { р c- а [⇒ ( р (E)=OVEEX}

порожден многочленами над K . (Будем говорить , что Х -K -многообр .)
- - -

-

Топология Зари«кого : Замкнутые ← решения сий. потном др-й {99=0
подмн- ва в Кп LPN#⇒В части .

,
топология Зарис ского на Х с -К 'определяется алгеброй k[Хз -14.172

Топология Зарисского слабее обычной топологии в IR
"
или с

; з
,

а также топ. Зари и кого в вк" +т ¥ ты Зарин кого на ва
"
х k? (Пример Х=3#§

Говорят , что AICX плотно по Зарникому в Х ,
если РСА) -0 ⇒ РСХ) -0

.

Замыкание по 3-му : 2-МА). Напр . , Ч дискр - в IR ,
но 2-МК) = IR

.



Пусть Х с d- алг. мне . Тогда Xlk) = ХЛ KN ;Ход) =ХА ОЙ .

Рац .

точки целые точки .

Она . Алгебра и некая K- группа - это алг - K-мн-e G , которое явл .

группой с групповыми операциями µвау) =хд и Их) -х
-1

, которые

сами являются полиноми
альными K - морфизмамы .

-
-
_ _ .

Теор . Всякая алг .
E - группа , связная в IR -топол .

,
явл

. связной вт.Зар .

Верно и обратное : связная в т. Зар. E
-

группа будет с - связной .

- - - -

Контрпример для IR
-

групп : G =
НЕ - Несвязка в R

-топологии

ТЕР . Алгебр . К- группы при
К = LR и К -- Е являются группами ЛИ .

Од . Пусть х c- Ыыы) -Тогда 7 ! xs ,Хи E G↳( E) :

Х = XsХи = Хи- х
, , Це Хо

- Чп элемент ( диагонализуетиый),
Хи - униженный эл-т ,

т.е @и- 1) -Нил ЬП :( хи - 1)2- о ⇐ ва

ДЕР - коммзт. алгебрA-группа , связная и сост
. из полуправды}"

( диаг) элементов .
Всякий пор сорян. подр . знак матриц и

изоторфа 64 . .
-
х GL

,
= Их

. - -
х E. Гор назыв . К - рас щеки--
-

diтт

24, если он К- изоторфен III.
"вау

. ранг гр. G
-Ай такс

.

Примеры классических групп R-расу- торт .
(rankрр).

- -

-
-

1) GL.lk) с 64 Заметим, что 64СК) сайт задается2

уравнением detlzj) . t = 1
.

{Нг
. .

.

. Znn#} .

Очевидно ,
что µ : Gx G → G -полин - морф изм ,

а взятие

обратного вычисляется так : Г (⇒ = E
'
- (wij) , где

wi,
= ЕЁ . m my.it .

4»)
= fyitj

2) G= sh.lk) = { det G) = 1} .

Заметим
, что rankpfh.IR) = и-1 . Известно,ДЕК) 1503419

Ряд 1-503, CR).
3) 6--5014 , где g- (gij) - квадр K -форма .

Напр . , два = - Хб + Же
.
- + Хей .



Тогда sogLRIESQ.sc/R)=hAEGLnefNlFIg.A--In . ,
}

Но Soq (E) = 50» , (e) .

diagl -1,1 , _ . . В

4)
.
Есть еще группы SOp.gs spm.ve ; Итм -

rank.pe Sop ,д
= живы Spp,д

= mih { р ,q} ; ranКлип,5- 1 .

⑨ Адуммнегруппа

Пусть Кс IR - вполне веец поле ангина, да
- кольцо целых.

Пусть Н - Некомп
.

ты группа
Ли

,
т -что Но не имеет комп множ .

Она
. Алгебр .

К- группа G назыв дедуля Н
,
если

G- простая и 3- сюр.
готом

. д : G ( {⑦ Q) → Н
.

те
. ТЕЖЕ # хк . t.IE )

ад . Т
,
К а Н соизмеримы ,

если [rj ; д
на ttj-12

Спи
.

Они сосут . в широком
смысле

,

если 3- во Н : ЕДЫ и E-

Туреда ( Borel & Harish- Chandra
'
1962

,
Ahh

.

Math)

Если для 7 Н верно , что 7619) , уе
G -дох- K-гр .

для Н ,
то Г - решетка в Н ( по мере Хаарa) .

Более того,
если П : НК④ a) → GCво%, , где

КК К
*хк (какая;D

1- о Пдд) - решетка в ПАНК) .

Др .

Решетки в Н из теор .

Б - Х -4 наз . арифметическими

Тед.

( Воюя в Density Тв ебет)
.

[ вещ. алгебр группе.
GCGLNCIR)) .

Пусть Г e G -решетка
в Нн гр

-Ли без комп .

множ
. Тогда ЕЯСГ)=G

те - если Рвсн , . . .
. ,
хии) C- Реки , . . . , хии] ( многочлены

на Марш)

и р (Г) = О , то и р (G)-0 .



-

Замечание с

прошлой лекции:

↳(Магдиlis Superrigidity Theorem
' 19 ) Надо подправить .

- -
-

-

Д G# 54ПХК

Пусть G#son.IR) х К или 54
,
.HR) х К # Мы 2) ⇒ Mostow

✓ 5
,

ИЗОГЕНИЯ

Пусть Gs , 62 - связные Чп гр- Ли без цен.pe и компактны]иди
lis

.

М Но жителей
.

Пусть Г а G. непривод - решетка и у
-

- Г → Gz -гомоморфизм,
т.что 7€= 62 . Тогда у продаж до напр- гомоморф изма
замыкание по Зар никому[рубо говоря , Вс Gjpiin , у : Пдд ⇒Эд : G.→g) Й

: G→ Gz
.

Она
.

Решетка Гс G неправ.

,
если ГМ всюду плотна в 8

для всякой некомn ., замки. Норм подгр
N 0 G.

ТЁ (stroug Моstow Rigidity)

Пусть Gs
, G- - связные nln трлн без центра

и комп множ ,

61¥ PSL.IR) , I с Gj -неириврйиетки . Тогда

всякий изоморфизм д : Г,
⇒ Гг продолжи до нар. изом. Й : G# 62

Год (Маргулис)

Пусть Ган - решетка , и пусть Сотни
G) = fhlhrl.hr Г )

Тогда Г - арифм. подгр
⇐ Соmm

#(р)
плотен в Н

Г - неарифм .

⇐ Соmmwt~T.si решетка
.

( Ясно , что Сотни G) 7 Г ) и если Г - ариям .
те

.

76 a)
,

то Сотни 7 GCK) )

Тед (Винберг
' 1971)

.

Пусть Та G - дискр . подгр .
в Нн компл. аж. гр .

, причем

2-Я СТ) = G. Пусть Ad : G→ СМУ) - при соед . приз ставкам.

Тогда adjoi# 1-же field К = ④( {tr(Ad g) ( у C- Г})- инвариант
класса сосут гр -

Т и Г а Glk)
. Меч

,
что ЭК-гр . G

'

: твари 6467=6
.



ТЦ Margul.is/trithmeticityTheorem
' 1974)

.

Всякая непривод . решетка Г с G в тигр -
Ли за исключением

случая , когда G изоген
на 59,1(ТЫ × К или SU

„„
х К

,
явл

.

арифметической .


