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Богачев Николай Владимирович
( Сколтех & МФТИ ) Лексс

IBbe.ge#- ( было)

ITоююшяCбы

IРимановажмйр(бы
#Дейзи, чешет#Друид декретные

подгруппе Юужд.
( было )

] Гипертонические поверхности , многообразия , орбифолды .

--

tpynnnopadeemupauenblsomLED.HU:( было)

ДЁМИНидут:QI=квццомаж

граф Кэт
.

,
лента Шварца - Минора ;

б - гипербол игнойь ; группы,
-
-

гиперболических по Громову-
- СНУ ( Н»)
И Деформации и жесткость : paTTFFdecomposition.vnаррну
-
- --

classgroups ; пр-ва модулей ,

-

пр - во Тайхмюллфа; группа ТореллиE
-
-
-
-

-

и

ядро Джонсона Кд ; твиты Дэна сине graph и гиперб. поDehn twists
"

-⇐:

popmynupobwuteope.mn/eea-koa-(M#tc)

Комментарии к през. лекциям :

[ Трем
- Ни гр -Ли .

Если G Некомпактна
,

то Г I E. и 72,
и

, след , Не разр .
µ - Нур с кастом .

Сечения каша = (n-1) -мерный торт?
Таким обр , Г > Й? ⇒ НЕ гипер .

по Громову при n =3
.



Теоремы жесткости Мостова , Праща и
-

Маргулиса .Доказательство теоремы жесткости
-
-

-

МЁДАболическахмнонй

①Теоремы жёсткости ( Мостов , Прасад , Маргулис)
-

Тед.

( Мостов "
1968)
-

компактные типербо -
Пусть М, = Нур

,

и Мч =
"%
.

-

ли ческие многообразия.

приТогда n»
F. ± к ⇐ МРЕТ:⇐ ЦЁМ# Эдc- Райком?

+что E- д Бд?

ii.шо
⇐ МЁД)

Тер (Прасад
"

1973)

- н - М
,
и Мг - Неком и Кон объема .

Замечание с

прошлой лекции:

↳(Магдиlis Superrigidity Theorem
" 19 ) Надо подправить .

-
- -
-

-

Д G#ЖЖЖ

Пусть G#son.IR) х К или 54
,.

х К
. # Мы 2) ⇒ Mostow

✓ 5
,

Пусть 61,ЁЁ
"'

связные И гр- Ли без цен.pe и компактны,Уйди
"

M НоЖителей
.

Пусть Г а G. непривод - решетка и у
-

- Г → Gz -чомоморфизм,
+что 7€= 62 . Тогда 4 продаж . до напр- гомотор изма
замыкание по Зар никому{рубо говоря . Да Gjpiin , у : Гдр ⇒Эд : G.→g) Й

: G→ Gz
.

Она
.

Решетка Гг G неправ.

,
если ГМ всюду плана в 8

для всякой некомn ., замки. Норм подгр
N a G

.



Тед.

(ВЖ '
s Density Th ебет)

.

[ вещалибр группе.
GCGLNCIR)) .

Пусть Г e G -решетка
в Нпгр -Ли без комп .

множ
. Тогда ЕМ =G

те - если Рвсн , . . .
. ,
хии) C- Реки , . . . , хип] ( многочлены

на Марш)

и р (Г) = О , то и р (G)-0 .

Тед ( stroug Мож Rigidity)

Пусть 61.62 - связные nln трлн без центра
и комп множ ,

61¥ PSL.IR) , Где Gj -неириврёиетки . Тогда

всякий изоморфизм д : Г,
# Гг продолжи до нар. дом. Ц : G# 62

② План доказательства теор жесткости Мостовая Part I
--

Тед.

( Мостов "
1968)

-=

Пусть М, = Ну, и М
,
=

И%
.

-

компактныегиперболы
ческие многообразия.

приТогда n» (B) (С) (D)

(A)
[ =L ⇐ МРЕТ⇐ ЦЁМ# Эдc- Райком?

+что E-grsg?
ДжоДжо

⇐Фм ЕЁ ?
-

- -
-

-
.

- -
-

-

← easy
!4 кита :

топологияЙня ¥,ализ#нужна¥Ё¥⑤мйЁЁ ДЕК:
"

② -

pseudo-isometryib.IT/.Ep----
-

+→ дет .

-
дни→дни - К- auasi - d- #ФБ диф пв . ↳ 0167) - К- ддд

.

④ Зы Зы ряд: n#
не Рой Жд

-→

ТАМ эрозию ↳ К=L пв .

↳
dв# и ТЕConf

и либо Нож - Мож Thrnm ,

⇒ЕЕ lsom(НУ
,

⑤ либо теор. Хонда- Амосова про ЭП код
- потоков на йух (c)



Ленд 1) Isom (Нп) = Санди
") : = 676

"-7.

2) QI (НУ = аааа (51) .
- -

-
-

- -
-
-

-
-

-
-

07 a) Пусть IX. g) - метр - прва Геодезическая в Х = у :[a.в ]Ё
б) Квазигеодезическая = Г :[a.в] ↳ Х - QI-вложение .

- -
-
-
-

-

(Eollowing Martelli
" tntro to вот Торы

") ↳ тео

Тед . Псевдо - дом F :
Н" →Н

"

продолжается до F : ТЕТ

Ланд( Моне -Mostowlemma)

Пусть E. ни→ ни _
тайком. тогда 1- РЕЙД?

1- иод .

ЕСН
"

7 ! гиде
'

: кварц f- (e) СМИ
') 64

msn.KIELEIITE.de.
Летнее-6 Пусть F- псевдо -дом . Тыр Э

R >о :

f. l и штрих -ти 1111 образ ЕСН) при проекции
на 11 НО попадает на дугу длины

- R
.

Иод - выпр .

-

ЁЁ
Тед Boundarymapff-i.tt#EQConf(St)



Тер . Пусть на 3. Тогда quasi-confh.me E :S
"- '

→Едва

диф . n -в - Более того
, d.Правпод.pe?xs1:V-n.6x.ESh-tuVVETxS

"

↳ E НЕЕТ ⇐ х

Задние При п --2 не выполнено уже про dxF.
А именно

,
7 гомеоморфизмы

51
: d.E = о

Тедо .

(без док-ва) .

1) Пусть ЕЕ Ноты n ((51) . Тогда
F- c. К - Qcohf(5)⇐ DF E K - Qcouf (Ts

" " )
.

2)

FEQConfC5DudFtEoufCTSY-FEGufLED@PartI.dynamics andergodic theory
-
--

Ссылка :

аа. пусть ( x.A.µ) - ameasure
фaЁЁ

F-алгебре.
Тыва умер. отобр- Т :X→ Х над сохр . меру .

еслиµ ТЕМ
( те µ (

Т
-' СЕ)) =µ (Е)) .

-

Такое отьбр назыв. эргодни скин ,

если
Т-инв подмн

- ва

либо меры О
,айны.

То есть .

.

1-(E) = Е ⇒ µ (E) =о или µ(XIE) -0 .

КЕСХ
.

- -

Прод
.

Пусть СХ
,
А
µ)
- пр-во с контрой ( вероятн) .

Года Т :X → Х эргодигно⇐ Кинь f ЕИ
верно f- = const .



t(Birkhoff-khino.hn Ergodictheorem
)

Пусть (Х ,
#µ)

- вероятн пр-во и
ТАМ - ftp.97

Пусть f- µ -изм . функция . Тогда -

для µ- n -G. ХЕХ

7- На ЕДЕЁРШ) - На

Более того
,
I.cl (µ) и § 71 = § Ели .

② Если к тому же T- эргодигеское ,
то

f- = с и { Тем = с
= { 1- ам = 12¥ ЁЁ

")
.

-

Опд . Геодезические потоки и мера Лиу вилля

"
Пусть М - район.TT! пусть ТИ Года КнАМ
2- кривая со апр t.TK- 1-параметрамейав.

да : ММ → НМ ГР
(р, деды , аж ЁЁЁЩ
где 6) =p µ
⇒ Мера Лиувилля на ТМ

, где Vol (М) с -19,
единичной массы

это d и = dvdi.de , где d а - мера Левана ПМ
dw = бьем лав

и НИМ) =L
.

"



Тед ( Св-ва меры Лиувилля) то
, лиувилля ,

см
.

До Car то

" Riemanniau дамбу
"

a) dw - вдюятн . мера не t
' М

. р

b) Геодезические потоки сохраняют меру DW .

-

Дево : ( для
Н
"

и
М = Нур) .

a) Очевидно

b) - изо метры я
в Н"

,

d зла - Невырожд . оператор .

⇒ В

%
( гипер сдвиг) -

Для Нур пользуется тем ,
что Н" → "Ур - покидом за

④ РААД : Prooft
-

(Конф ' 1940
, для 11=-1 ,

Аносов 4967 для Ксо)Тед .

_-

Пусть М#
"

р - полное связное гипербмн - не конечнобыла. .

Тогда Иоду. поток на # М явл. эрозиискит по

мере Лиувилля .

Дед: ( для п =D В этом случае к комн4-ВИД
-

-

-

-
-

-

-
.

- Пов-ть М - НЙlattice по

ад. Орициклические потоки I мере Хаара
• :

НДПИ) ,

Более того
,
эта мера

| Хаара на группе Ли PS.LI

i. индуцируй единав . ток - кон .

•
¢

.

""

÷:
\ На TI (Нур) соотв. одноир .

ЕЕ '

и
, подр :

- .

2- .

gtlrv) = То Еж)
- НА



А здесь имеем :
I
Тут прикол в том ,

что

/

-

т
' ( Нг) = PSL.lk) и ден# Н?Штатов"

'

фейк :X E)11111?
-

-

- - -

÷:

Нетрудно убедиться ,
что 9549 -s = hte-s → Id

В части
, gshE-hfe.s.gs

{
д -E- 9. = hts Id

Остается показать ,
что если всякая gt

- инвар . функция f- ЕЙ

будет также ЕЕ и ht- инв , то победа, поскольку
PSL.IR) = ( (11)

,
119)

,

( в %)) и при этом

всякая PSL.IR) - инв функция на PSL.IQ есть
const

.

② Итак
,
если 1- ЕЙ то fo ЙЕЁ .

Действ
,
можно

апрокси жировать ф
-ун - ти с компактным вирр tиспользоватьтот факт ,

что ✓ € #от ЦК) .

② Если f- ЕЙ и f- од,
= 7

,
то f-• Й = f- и 111=7

Дейсвительно
,llfoli-HIE-llfogsuhf-fs-t-llfohie-s.gs- ЕЩЕ И fogsohf-f.gs//p → о

Причем ,
kgshIH.gs/rD--dhte.saygsm.gso)--te-s → о
- -

S tfg.shhi-f.gs/'dn →о ⇒ fohi ⇒ .



⇐ ты СЁРФЕР @(Мною вопросов ; док-во сложное !) .

°

µ

7¥:[¥11:*,
Или

МЫ -- 1ч ( лады» в }
+→-х✓ '"

=

hvlglgt.gr))→ о } . Пусть f- ЕЩЕ дрим
%"" Ен - .fi#IHgdvDat;f-hr--ffIHgfrDdt
Можно

доказать ,
что f

"

# = ftp. Надо д -ть V.felftzasthb.M.es
.,
что взор (f)

-компакт. Далее
,

не
' : FT и f- постоянны вдоль ht и в

-

,
те

.

ftht-fYh.tw)) .

Поскольку ft (gtv) = ЕИ) то ft
# canst на Wt (n)

.

ш
'

- Пусть W ( и) - мера Лиувалля мн -ва
ИСТ

'
М

.

Тогда wlfhigthi.lu/s.t.aEIRI) =
= w ( sha-gth.lv/s.t.aEIRI)

=L
.

Те имеет 6.t
, a) ↳ hfgth-o.lu) # М с мерой

dsdtdan.de

Иными словами
,

ЭИС В тг. Митино и f Чейн
) и f-( hir)

сущ . для всех и ЕИ
.

Осталось заметить , что для
всех ИЕИ ,

ЕЕ const не Wtlhlv)) и Э на W
-

( h? НУ
f- = стана W

-

Ий hr)) и 7 на Wtthhr)) и Кинг C- И :

FIhi.IN/--Elh-H)--OEIhI.lrD=fThuvD⇒ то

7- coust вдоль 1
.

ftzcasth.to.



Тед# Действие 525"
-
'

х 5
"

эргодачно ,
те.

- КБ
"-'

эргодично
-

T.es
"

d.E T.gs
"

ЁЖ?
.

.
17,07¥:*

→ iii.
Excentricitgfunoti.us

§
Ех) - тах {ЖЕ

Н
"I t}tntxesn.tt
,j =L , .

.

.

n - 1 Нам в# тогда дед Асад
-
Из предыдущей теор . след .

,
что ее ааа п -

в
.

Ленд На самом деле , ее 1 кв
.

. и
, значит, DF

- сад

ГДР Если F :S
" -'

→5-
'
е QC.at и DFE Со 5- ⇒ ЕЕ Ghf .

(без док-ва) .

-

Док-во Теор A-
- s *

Пусть Атр t.ws ,
НА =3 ,НАЦ., [Ё

и slp.it ⇒ .

Т.е он 17,4 ,
s)

.

НЕ-

ТН
"

-45×51b) х IR
Э ЖДУ > о : dw = Жду dsdr.de . Пусть А - П - инв

. ,АcЁ

Пусть ВД Тогда В - день не
н
"

,
В - Пил и gth.projfn

( t.de) - Таким обр .

,
В#2¥- По картонТанай

4431г) -0 или w (ММВБ) -0 .
Если МВА) -о

,
то



О = w
»
(B) = § dw = § 913,4) desdhds ⇒

⇒ ¥96,4 В dh
= о ⇒ МСА) -0 . фи

Док-во Ленты : Основано на том
,
что не сущесвует
- frame fieed T.es

" "

Г
,

- инв измеритого Реперного ( базисного поля
на

.

ЕЁ = с > 1 кв
.

.
то 7 нон {µ)

.

. .

.
~,

т T.es
""

Заметим
,
что F- у = ду) о F и 4- ( ух) = щиты))

Пусть Лан) )) с .

-

с 1126011 76.75
"?

дада это же
г
,
- инв и измерит .

( III.Уж;D

Пусть теперь сущ
Г
,
- инв поле на

TS
"? (ты) . . . . ты)

Идея : взять х # -y и парр . перенос вдоль под

Ру » : Tys
""
→ Txs
"

. Днр- м ф-ции 4 i. j : T.SI Tps
"-'

→ В

Сху)ЖанДАУДэрг -

Дане
,

ТАК xs""⇒yij-wnstn.to . ⇒ цы) опред V-n.b.x.ES
"?

-

Пусть б с 5
" "

и S
?

эх , у # : Proj» (4- (х)) # о для некот

j E и -1
.

Здесь Projsr : Txs
""
-'V

' уе Рх
, Proj ,#

= P.rg-r.si Ржу
-

Тогда Projt» (ЖД = Proj» (Р». 915,18 =

= Р
»
. Рух . Рх, rojf.it»))

Причем ( x. у , z) - Вк на S? ipodневозм

←
€

"
У ?

'
⇒Ржач .ir?fsslTB3T-T--П



④Рой

Тед (Howe -Моше Ergodiatytheorem)

1)Пусть Н , L e G
- пок

. комп
. Тогда

МДМ ⇒ 124,
⇒ Нааа

эрг эрг эр
? "

⇐aursas.zrrn.ot.gr?rEEE;)
.

Доказательно основано на Howe -Moorevauis.int hrui,
Разложении Кортана G- КАК ⇐ КД )
Для 6=522( R) похоже надопфф .

У-19
-
- -
-
- - -
--

-
- а

Разл . Картина для G = Рот , СК) - Isom (НУ.
! У

Ы
#

К = а а Ра,(B) , K- Макс. комп- подр .
"

и

|
↳САД

К = Go . Тогда #
*
= 1-din подр. дня. . - - _

-

[
эо матриц = группа жрала

°

t ни = 6,4
переносов вдоль ✓

.

- -
- -

- - - - - -

-

-

② # пор ЕЁ
"

грыжэрг

Надо использовать тот факт , что II. К др?
" "

и II.БЁДЕР
Заметим , что 51--01146,6 ) ( с>

1 ⇒ ↳ ksn -Д
6=75%6-4"#Неа, то}-
ЕДЫ ⇒видом#9.⇒
✓Н? 151 PQKRYIsa.IE")

.



T.es
""
= Че , где G = Бы (НУ = Рои.IR)

E - Да LE") - НЮ Омск)
.

Далее
, 6ч,#

"") = Пик , где # с Нк < Е

Здесь Нк = 6ч , где И с {E-о} .

К -мерная
плоскость

Отсюда имеем :

② Над ЕЁ тудаэрг

⑦ ③

Поскольку в.kz?YoioR.K2GrITsY .

Но их) - д. -инв . ; Стат) - есть Г, -инв ⇒
в
силу эргодигнати
либо все

,
либо Ничего

( к-0 или 6- h-1)

Противоречие !?


