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I Введение ( цели курса : теоремы Ратнер
и их прил . ;

- -

о чем это всё ? )
Основные

Dave Могris
"

Ratneristheorems . ..

"

и йо УНики :
Dave Могris

"

lntrotoarithmeticcurtisMMullenllectu.es
. .
) groups

"

A- eexfurmanltecres.in .

I. Меры , мера Хаара , дискретные группы , решетки , Фунд .
-

области
, эргодигнойь , ещё 2 версии теор Ратнер---

II.одержимой.
I. Жаждачекойржа
I Эргодигеские действия групп
- -
-
-

IЭргодические теоремы : Hopf ,
Мооre and Ноне - Моте

-
-

e-Теоремы Ноне - Мате в более
общем случае

-\
-

"

Приложения теоремы Мура:
-ЖейкосьMосоВ_-- - - пр -во уним. реж-ок sh.CN/SLnCZD-

[Теоремы Ратнер + ДРУЖУ
- kazhdanis Property Ст)

-- ⇐
-

Teop-KRathersorb.it closure Thm
)

Пусть G- Группа
Ли

,
Н с G -подр, порожд . утюг .

элитами ,

Г- G -решетка . Пусть Нх
- орбита в Иг . Тогда 7526

подр
'

i.г .
И с S

,
clos (Нх) = Sх

.

Более того
,

S порождена унин-му

и Staвы ( sx) = { НА 18×8
=
Sx } = sn Г -решетка в

S
.

ЕЙ Пусть S e G
- алгебр- подгр , Г L

G -решетка , хе G ,

Дс S - Фунд. обл. для вк
А ЧП

.

Предположим ,
что µ, (D) их.

Положим µ»
.

-
= MSID - мера на

Sx = %
»

.

Ее образ на % есть

⇒ (s-им . вцюДЕДУ ← ,
УМРЁТ мера .



ТурRatnerls Measure
Classification thm)

Пусть
Н L G - апг . подр , порожд . днипотоками ,

КG-реш ,

и пусть µ
- мера

на % , этодачная отн
.

H
. Тогда

µ = µ sx , це
Н LSL G и S - тоже порошу, дни

- ми
.

Док-во теор 1 из теор 2
-

:

1) Пусть Н
- унип -

поток ( 1-пар - подгр). По теор , о среднем
%: Мхт → М

( см. про
pointw.se Erg - Тит) ,

если M- Контакт
, & ДМ

.

гоню Морфизнали , f - нар . ьгран . ф - ция
на M ,

то

¥3 - Манш : = 13.1 [ Наш) ) dt = Таль)
L

Мейк ду - инв -вероятней
мера.

11

Мера Мих в нашем случае эргодична , значит , однородна

по теор
2
. Отсюда supp ( Мн» ) = НГ

= SX , где

ТВ

S порошу . унин .

2) В общем случае Теор 1 следует из
п- 1) и след . леммы .

Ленд Н {Ящур, пороху унип .

,
h = Lie (н)

,
26 -решетка ,

Их = Йи - 1-пар жду ,

x.GG/r , и Eh . Тогда для нильнотента

И C- h имеем Тс = Пх.

Йа По теор Ратнер для
1- пар t теор

плотности Бореля имеем

Тх = Zdlrl ) , где ТЫ мин . теугр % : 2- ЛИ
' ) эй

.

Шан ныть 4- → у ь a- нет . тогда jУTT-

I I Шат 3 .

= ГИР
f-т т > МИ - кобр - 4. ↳ ту

пялунепр . , принижает
не более

5 I
чем летное число значений ; для
общейи и

содержит ни
' ) Хи' Eh В



1987 Proof 1929

Тед (Margulisltheorenioftheoppenhein.com)

Пусть QGC ) ул ( р , g) , р , д > о , а
- иррац . Тогда ПЙ) -LR.

Док-во в частном случае ( для (р . g) = ( 2 , р))
--

G.= 5↳(B) , Г = Хз (Х) , Qolx) = ПАЙ - хб ,

H = SO (a)
°

502
,
МРР. По теор. Ратнер о замыкании

орбит : 7 связная S < G f-
что

падгр
• На s

• {[ДНЯ = clos ( [д ») ( свх (Нх) -
Ло Csx) , хе %) .

• Э S -инв
. вероятна мера на [д

53

Лента Если в = Slp +даты , Н = sop.gl/R5 ,
S - связная

- 5=4 или 5=9
по дчр , т-что HLS с G

,
то тогда

Док-во основ . на алгебрах Ли) .

Случай 5 = G
. Тогда Гд И плотно

в G
,
и имеет

попизди =3г = ХЗ
ты апр И

аж) I a. ( Жд) = Q.CN
1- a. ( Хун ) -

Плотно в Qo(23 G) = Qo ( 1124 0) = IR

Случай 5 = H
.

(надо показать , что аш -ХРЮ , где
РЖЕТ?)

Пусть Мд) = ты днд
-1

.

Поскольку орбита [днз = [ gs]
имеет

Н - инв . мера ,
то Мд) - решетка в днд-1=50 ( a)

°

,
и

Zd Шд)) = 506 .

Далее
, Ид) e Г - SL, (2) , следовательно

алгебр группа 50 (a) опред. над ④ ⇒ а опред. над Ч .

Вы


