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I Введение ( цели курса : теоремы Ратнер
и их прил . ;

- -

о чем это всё ? )
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"

Ratneristheoren.si ..
"

ИСТОЧНИКИ : Dave Могris
"

lntrotoarithmeticcurtisMMullenllectu.es
. .
) дгоир s

"

Аеех
furmanltecres.in

.

I. Меры , мера Хаара , дискретные группы , решетки , Фунд .
-

области
, эргодчгнойь , ещё 2 версии теор Ратнер---

II.Нежданной
I. ОДНУтескойред
I Эргодигеские действия групп
=
-
-
-

IЭргодические теоремы : Hopf ,
Мооre and Howe - Моте
-

Тер .

(Мооге ErgodicityТенет)

Пусть G = G
,
х

. .

-

х Gs - связная попупростая группа ли без

центра , где G- - связные простые группы
Ли (те - УЙДЕТ

I

пусть г
a G -решетка и

н - G явл . ЯКУТ 4,275529
замкнутой некомп подгруппой .

сд :

Тогда НА Glr
(ЕЁ r a Ын)

эрг .

Здание : Наглядный частный случай :
.

G- = PSL.IR) = Isomt ( Нг) ; те G
- решетка ;

Нг - 771891

µ - геодезический поток на НЦ (
в данном случае у

t
-

ддд.)



Рассмотрит частную ситуацию :

G. = PSL.GR) = IsomtСнг
) ;

Г a G - решетка ;

М = НУР - гиперб. нов-ть Кон .

объема;

TIM = ЧЕ

Гад.

( Хопф = чайный сл. теф. Мура) .

Пусть gt - 1-параметр подр
.

в G= PSL.GR) ; и путьЙ} -неком-
пактно

. Тогда gt Др». Нг . Отсюда ,

в части
, следует , что

геодезический поток ЗА и орицнкл . поток ht действ - эргодигно

на поверхности M=НИ .

Удержи Основано на (a) разложении Кортана

G- = КАК , где К
-Максим .

компактная подгруппа

( в нашем случае К
= 502 ) ,

At - группа диагон.

матриц
с полож .

эх-тати иdetlaI-1V-aEAT@teop.XoBe-Мура об исчез . коэффициентах для
6--512

(причем пункт
④ выводится из (a) .

Док -во Шат 1 Разложение Кортана : G = КАК = КД

-
"
-

разложение Ивасавы : G
= КА N , где

К - Макс Коми . корр .

,
У = КФ

,
ЫС
- такс абелеве подалгебра ,

и Д - ними : алгебра Ли , полученная через полож . систему корней
в нашем случае ,

К= SO.IR) ,
А = { (3 %) ) а > о}

,
N -1 (в Двжд

,

At = { (в %) ( а> 1 } ; Lie (E) = Мск ср , где 7- ИЛЫ = Кор
.

( строго -)
Известно ,что для группы верхнетреуг . матриц (t.FI) имеем( мера Хаара

)

dµ = Д
,

Ах G.e. просто мера Лебегя на БЖД ) = dxrndx.sn . . . .



Тада уик - da.ge (11¥ %) ;DМа = ¥ ; dµµ = db .

Значит
, dµps↳» = ИМ* х Ама х дни = tzdad в DQ

Эта мера Хаара на Т
' НЕ PSL.IR) индуц . единав .

Лок - Кон меру
на ПМ = ВЫКУП .

Шад ( докажем теор .

ьб
исчез. коэфф для G-АДИК))

Тед.

( ноwe -Moore ioДессау theorem) .

Пусть G - ФРЁ гр.
Ли без центра ; H

- гнльбертово пр- во,

и пусть д : G → И (4) - унитарное представление
,
такое что

✓ # о инв
.
он ЖЕ) (те. 9107г) . . Путь при

не сущей для всех 071

этом { 23 с G , где Ндпр → - при
v. → - _ Тогда

( д (g) 9,4)
→ о для всех 9. ЧЕН .

-

Зале : В усл - теор. ди→ д
в G ⇐ Леди)х - дарк 11 → о

для всякого
ХЕН

.

-

Зале? Какие могут быть унитарные представления ?

Какое взять пр-во Н ?

Пусть Н - группа Ли , Н A X - умер .

, метр
.

,
пок -Камп . Тогда

существует унит предст
Н в гильб . пр

-ве ИХ ,µ) : #(a) 9)И
- "

Задача П : Н → И ( мхм)) - YITITE.me . Них) .
-

:
инв . векторов !
-

Итак
,
пусть д : в → ИН) - унит пред .

и пусть натр . коэфф .

fg ,µ
(ди)

( для каких
-то Ц и ¥) не исчезают , т - е . ЭЕ.> о :

3-Еды}
?

174
, у (g)

I = I ( один , 4) ( х Ео > о .



£4 Переход к Картчлеоьской компоненте а? + ¥

Воспользуется разл. Картона в = КА
+

К : g. = knanrn ,

где kn , к
C- К

,
а C- A-

+
.

Т
.
К К явл компакты ,

то мы
,
что

b. → КЕК , rn →
г c- К . Тогда (в силу непр пр -я g)

Хи - 9119 → да)
- у = х , уи

- 9144 → у = да) - Х.

Имеет : f-
«g.

(ап) = ( лайки , yn) = 196.19 , ФСК) - 1) =

= (Жанну , f) = fg.sn) .

Отсюда : lfxny.la") - fx.yladt-ffxnydai-fx.gl/t
+ ( fx.ydai-fx.gl/=ILgCaDCxn-x2YnSI-
+ Краях , yn - g) ( а Их.-х

II. 11211 -1 Нхл . Иди -ул → о , т.к.

11211 = ЛУИ и Нхп ) ) = Нхл для всех
п
.

Тогда 1¥ # fx.yladt-ladxn.by
» Ео > о -

( Заметим ,
что ди = kianrn →

- то аи
→ х ?.

Шaг2 Лемма Маутнера ( Mautner.is вспотела) .

В гильб. пр -ве И всякий замкишар
слабо компактен .

В части , м .
сг . ( перейдя к подноса-ти) ,

что нот -ть {(a)к}

векторов равной длины сходится
(слабо = weab.ly) к z :

V АН ( днях ,» → sz,» .

Ясно, что Z # О .

Ст. К.kz,# = Ер#аах,#

|
-

Да)

ад : показать , что
E- 49 Ёж
-



Лена(Маутнер)

Пусть д : G
→ ИН) и 7- ап

,
h E G : ай han → е в G .

Если у , -2 E
Н - такие векторы ,

что райха , тьуа

д (h
) z -2- .

В части , если Мая 2- = Z ,
то #2- = z

.

Док-во ленты
-

И gchan) х - Найк И = И glaihan) х - х И → о
.

слабо

В то же время дайки и днях → да) z . След, 911#⇒ по

Шой Завершение док - ва теф .

об исчез . коэф . для 6- PSL. .

В силу шага 1 имеет {n : = (%
"

{tn) E A '
, где t.MY

и х, -2 C- 71403 : д (E) х И -2
. Рассмотрит фицинл.

подгруппу Н = {hs = ( в f) I s c- К } ( = N в разливасавы)
.

Она нормализуется диаг- подгр .
А и для

всякого hs ЕН имеем :

a-
tn

. hs atn = КЕМ. s) → г при tn
→-

.

По a- Маутнера

ненулевой z явл ди) - инв , те . 2- E
719!"

Матр- Функция fz ,⇒
(g) = 29617, z) - нар на G и би- н-инв :

a) fz # ( gh) =L 3)дни ,
⇒ = (9.) z , ⇒ = fz,

#g)

b) fzaLhgI-_LgLgIz.9CliDE-Ls@zi7--f.dg
)

для всех д E
G и в C- Н .

По a) ф-ция ftp. : в → E дает I» : Ян → а , кот

Н - инв . для
Н A Ын слева .

Заметим ,
что Ын

= R
'
' { о}

,

где НА Ын
: Мжд) = Lxtsy . у) . Тьуа Г = су на

каждой горизонт . линии ly = {
(х, у) ) хе

R} для у -10 .

По неир , I = Со на проколотой оси х : { (ход) ( х#о } .



Поскольку ЕИ,о) = ↳⇒(e) = Лэнг , то мы имеем :

112-112=5640) = (дык,⇒ , где
TER и at-diaglet.it) ЕА .

Отсюда следуй ,
что z - да) -

инв
.

Следовательно , z
инв

относит верхнетреуг пазгр АН = { f-D) t.SEК} .

7

Тогда fz,>
и I проецируются в f на Стран. I РПР

- К ох , где

в АПР = IRU дробно
- пик нреобр - ти (в части . ,

hs : х↳х
-15)

Поскольку ¥ иньар . отн
.

этого действия Н
и Норбт. 1

полотна ,
то тогда

Ё = сонst . Тогда
постоянны функции

f-«G
# Е и I : Ын →

E
. Отсюда :

L ду) э ,
#) = ftp.lg-fz.de)

= КНР
,
це 2-1-0

-

По нер
-ву

Коми - Бун - Шв . получаем ,
что z

€7199

(теор-
об исчезающих коэф

. доказана для
КМК))

.

ШаI . (Х , µ) = ( Glp ,
Мт) с действием G след обр

.
:

д t.hr
→ ды .

Рассмотрим в
ИХ ,

м) ортог -

дополн к
пост. ф

-цчям
И =
# = {11Ч41м) ( 576-03

.

Тогда (по Задачи
) : д : в

→ИЕН)
,
1911г) = ftghr) ,

-

унитарное пр
-е без нетрнв . дней -

векторов .

По теор
Хож -Мура для любых

9 , у C-
Н :

12 t.scgdy.rs
→ о ,

те - вы {Их 5)
Ныли = 0 .

+→А

Тогда всякая
Н - инв.

f- C-Шаг) будет пост,
п - в - ,

поскольку

Lf , hf) = 21,17 для
всех h C- H .


