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" Основы теории меры
,
том

2
,

⑦ Условные математические ожидания глава 10 -

-

Пусть ( Х ,
А

, µ ) - измеримое пр-во
с µ чо , и

ВСА - 6- подал?

Отд. Пусть f- ЕЙ (µ) .

Условным матомданием функции f
отн

.

6-подан .

В и меры µ называется такая В -изм µ
-интеграция ЕДВ),

что § дfdµ = § у ЕСНB) Ям для всякой огран .
В -изм- ф -ции д

и

Однажды : . ElflB) = Ей (f) = Ем( 7113) .

• Вероятно стное дел
- маток . E (G) n) ÷ E (3160г) ) .

Ленд .

эквив
. опр -e : { 1- DM = ЦЕСf)B) Ам 7 ИЕВ ( д = .

Приеду : 1) Если В = { 0 ,
Х } то Elfl B) = § fdµ.

2) Пусть µ -верят. мера , Х
= 7=4 , где мир >о . Пусть 13=51541)

тогда ЕСН B) ( w) = Ё ( драм) .FI#p .

Дево : Заметим, что В - изм . ф -ции =
сон stj на UJ .



Поэтому до ст. проверить равенство интегралов при утиных -
на 14 .

По опред . 51ЦЕН 11334 = {jfde ,
а последнее равно ftp.luj) , тк .

Да
ИМ 4- = Я для всех i uj .

Тереса ( существование и основные св -ва умов .

матьжид )

Пусть µ - вероятн. Мера .
Каждой f- C- Им) можно сопоставить

такую В -изм . ф-цию E ( 7113)
,
что

1) ЕИВ) явл. уел. мотому.

⇒ ELFIB) = f м-н-в .
К B- м . µ

-инт
.

f ;

3) E. (f) B) 20 м - тв .

,
если 770 µ -нв .

4) если f-
и Я f или ЕЛА

, где f- µ
-инт

,
то ЕСНB) →ЕИВ)

µ-тв.

5) для всякого р -11 ,
+ 5$ отобр .

1- НЕА
,
B) явл

.
линейным

оператором ( с нормой 1)
в пр-ве ЕЩ . При этом в Мм) оноf- ЕС.

будет ортогон . проектором на замки
.
лин под пр-во ,

порожд .

B-изм . функциями .

②7-progurecr-uei-eope.eu/-
ад ( Пуанкаре о возвращении)

Пусть (XP , м) - вероятен пр-во и
Т : х → Х сохр меру (µ

от
-I.
µ)

.

Если A - м - изм .

, то для М
- тв

-

ХЕА Э беск
.

посл -ть нк : ТЦ C- A
.

В части , если µ ( А) > О , то
ЭХЕА : Тнк C- А для беск. многих

и c- И

Док-ва : µ (A) = О очевидно .

Пусть µ (A) 70 .

Сначала докажем ,
что для µ

-нв к c- А ТЕМ

Тпх E A ( такие xt А назовем возвращающимися ) . Пусть

Е = { х c- А / Тих ¢ А для
всех на 1 } .

Оно измерили .

Чтобы доказать µ (E) =D , дай- убедиться , что Е, #(E)F-ЧЕ), . . .
Попарно не пересекаются ( т.к. они имеют равные меры) .

Действительно
, пусть Ек -11

= Т
-'
(Ек)

,
Ео - Е и ХЕ Ет п Ер,

где ж > р . Тогда ТРХ E ел ТРЕБ F- A Ет
-р . Следовательно

,

для точки у = Твс имеет
тт-Ру E E СА ,

что противоречит

определению мн- ва Е



Исходное утверждение вытекает из доказанной слабой версии .

Действий
,
К КЕМ Т

"
(µ) -µ .

По доказанному
выше

,
почти

все же А явл. возвр. для ТК.
След , µ - нв.

ХЕА явл возвр.
Та

сразу для
всех ТК

.

Тед .

(Бирктофа-Хижина или индивидуальная эргод. теорема)

Пусть ( Х , А ,µ ) - вероятен . пр-во и f - µ -инт. ф
-ция

. Пусть

Т:X → X - А - изм . отобр , сохр. меру , и пусть
Г: = КВ =#BD-

- 6-алг. вах Т-инв. нодмн
-в

. Тогда для µ-н.в .

ХЕХ 7 предел

[до f. ЁН#х) : -760 . причем IEL
'
(µ) и

Пх) = Elf Кхх) для µ - н.в . хех ( и тогда {Им
= ftp.

Док-ва : Заметим , что ELf.IT/oT--ECfIT) . Действ .

, 1,5=1,3

#BET , поэтому 7 огран .

Г -изм- Ф
-жи Y имеет Тот = yr

, что

дает такое же равенство для всякой Г-изм. ф -ции . След . , можно

перейти к f- F-А IT) и считать
,
что

F- (71 Г) -0
.

Пусть 5
к
= ft 7 от + _ . .

+ f- от
" "

; д = Чуду E. .
Зафикс. Его . Пусть Е : = 1 д > Е } . покажем, что µ#1=0.

положим # = ( f- E) - 1е ; 5£ = Ё E. Ti , ME-maxlo.si . . . , .

Ясно
, что ЕЕТ ,

т.к. до
Т = д . Кроме того , МЙ возрастают и

[ = € { МК > о } ( это следует из : 5,8 = вк- к -Е) . #
. Нетрудно

Е

показать , что {§»} 170 . Из Молот. сход - следует, что

µ,>{µ → £ Ей? В силу
того , что ЕАК) - О и ЕЕТ мы

имеем : [ fdµ = £ ЕАК) dµ = 0 .

Таким обр ., оценка выше

записывается в виде : - E -

µ (E) 70 , те. µ (E)=D и Ты →О µ-п. в .



Докажет теперь сходим ость
в ИСМ)

.

Зафиксируем NE.IN и положим гр : = f- 1 { ( д ( ← N } )

Чп :
= f - Щ . Тогда 1421 EN и из доказанного следует,

что f. Ёу .
I → ЕЖИ т) по Им) . В силу того ,

что

и→-

м - Тнв-

и НЕ (g) ⇒ И «µ
⇐ ИДИ иди) ,

мы получаем :

h- I

§ 1424Г
"
- ЕИНЫИ e- ЕЁ Лыткин

E- О

+ § ( Найт ди E 2 § 141 ам → о при
N → ю .

Поскольку f = К + У µ ,
то теор . доказана. ру

Сдуй (теор Бирктофа
- Хижина с непр. временем) .

Пусть (Х ,
А

, м) - вероятн - пр-во ; р
- эргодический поток на Х,

и пусть f- C- ИХ , м) . Тогда ¥ [ Нард) dt → § fdмL
и м -пв .

,
и в 1Ч14М) .

Докв Рассмотрим f-(х) = ¥2
,
# [ Ним) dt .

Хотим

показать ,
что f- (х) = ЕСН# , где й_

- 6-ааг .
, короед .

вам"

М - изм ф
- цияни д : hts > о д ( gs (xD

= да) µ - н- в -

Применим теперь эргод теорему
к функции Их) = § -191») ds .

Заметим, что их) - м -изм и
выполнено рав-во :

Ё 1141 х) = Их) : = [ Них)) ds .

Поэтому µ -пв . существ
- hlx) : -12+-711

"
.



Дост. фасем. случай , когда 720 .

Заметим
,
что f. (9+164-68)

сход
к 0 для µ -тв.

ХЕХ . Отсюда следует 7 Под µ
-пв

.

Для обоснования предела
в ИХ ,µ) даст. расск огран. f ,

т.к .

И -норма ф-ции +х)
= ¥ [ffg.CN) ds не превосходит

норму f. Для огран . f рав- во ¥}- Из -711=0 очевидно

из доказанного
.

Ясно , что f-( g. (х))
= f- (х) для

н.в . s > о -

Для всякой Го
-изм. огр - ф

- ции дек) имеем :

{ Надрали
= :{Ным) дыма

) ТТТ = { Нуля) ушам ,
ты

откуда f-
= E ( Нтв)

.

Следила ( упражнение) .

Если 7 - эргод .

поток
,
то тогда для µ

- пв .

ХЕХ орбита

(4) (х) равномерна распред.
в Х .


