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I. Меры , мера Хаара , дискретные группы , решетки , Фунд .
-

области
, эрчодчгнойь , ещё 2 версии теор Ратнер---

①Вполне разрывные действия групп-
- - _- Под)

Пусть Х - топол . пр -во ,
и в ⇐ Нотео ( Х) Труппа гомеоморфизмов
-

(гомо морф
изм)

g. Х
→ Х

. Тогда действие 6¥ можно воспринимать через 91646.

Опд 1 Фактор пр-во -% = { Огв60=6×1 ХЕХ } , где
G а Нотео(Х) .

-

.

Снабжается стандартной фактортопомоги
ей : пусть Ро :X

→% -проекция ,

тогда И с% назыв. открытым ,
если РЁМ) откр в Х

.

Опр .

Действие вПХ назыв .
• свободным ,

если дх #х Кд # e E G и tt ХЕХ
.

• вполне разрыв ным ( properly disantinuous ) , если Ах,у
ЕХ

7- Их эх и Иуэу , где
Их

. ЦЕ Тх ,
тг . # {д EG ( gk.ph Из #О } С -17

Пруд Пусть G АХ - св . Хауд . пр - ве . Тогда след. уж .
экв. :

1) G. АХ свободно и вы
. разр .;

2) % явл. Хаусд .

и отображение Х →% - накрытая
-

Накрытая типа Х → Хд наз . регулярными. Напр. f:X→ У -рег , если

f- (ПСХ)) 0 П, CY) . В этом сл .

G = Т
f-(Псх))

-



Тед 1. Всякое лан .

- св
. лок- стягивается Хауд - тон

. пр
- во Х есть фактор

~

Пр универа накр- я П по G , где GАХ свободно и вполне разр . и

( бартон
Ц :
dostud-n.mn) 6=51 (Х)

.

-
-

-
-

Задачу пусть 67 Х
-

ДЕК.

тон
. пр -

ве
. Тогда C. 4.7

1) G АХ вы
- разр .

В 7 КСХ # {д c- 61 дни к# } с +а
компакт

3) от обр Gx Х £ Ххх , где
( д , х) ↳ (два ,х) , явл .

собств
.

( proper)
,

То есть F- ' ( компакт) = Компакт . У ДСК)
-

дрI .

G АХ - нокомпактно , если 7
компакт КСХ , тг .

ЁК = Х

Задача. a) G A
X -коком n .

⇒ % - комп
.

топ - пр-во

б) Пусть Х -рок .

- комп топ пр - во , GАХ
т . что % -комп . Тогда G-АХ -коконы.

②⑦ Дискретные подгруппы изотетрий IsотСМ)
не
-
-
-
-

-0+1
.

Тон
. пр-во ((Х,

У) можно снабдить сотрact-opentopology.ie .

базис топологии состоит из Цк» : = { f :X →Y ( НК) с V C- Ту)
Р
со mpact

Замечание :
Если У = ( Y

, а) , то compaet -оратор ⇐ топологии

равном . сход -ти
на компактах ,те .#} c- ( (X. Y) - сход к f- C-( ( X. Y)

,
если

V. КСХ : 1)КЁ Ак -

д =diffeo , 919981=9
"В

Опд lsom (М) = { д - изометрия
М } « НотиСМ) .

Теор( Му ers - Steenrod)
Isom ( М ) - группа Ли с тополочией ,

совм с сотрact
-

феи top . Отобр.

F : Котт) КМ→ Мхм
,
( д , р) ↳ ( др) , р) явл.

собств
.

Предай В М - компактно ⇒ lsomСМ) - комп. гр . Ли

г) V-x.CM стабилизатор Gx
= Stalx) = { де G- вот СМ) ( д (х) - х } <G

является компактной подули .

"

Обод lsomt ( М) а вот (м) - подр . индекса 2 изометрий , сохр ориент.

Задачу Пусть М - Рим .
мн -е

.

Докажите
,
что ГАМ в n -разр . ⇐

Квоты)
дискр году .

Если М полно
,
то эти уж -я равносильны тому ,что ЖЕ М и {ди} - бекон

орбита Гхдискр } # предел вйз→Их , для)- +-.
потм

кабин
. Тх конины III. теор Аскона

- Ариела



Предв .

Пусть Г ( lsom (М) - т. что ГАМ - свободно .вы
.

разр . Тогда существует
единав. стр-ра риманова мн -я на Mlr кто П: М →Мр - показом ария .

Дево : Пусть И с МК : т
-Чи) = ¥, И i , где t.ru , → И - гомеоморфизм.

Тогда берём
И 1 и переводим рим. стр -ру с Иг на И

.

Она не зависит от 41,

поскольку НИ? 72 : д :(4) =И , где gi C- К
lsom СМ)

.

ддд

⑨ EEEEEE-ugu-acp.ir

Пусть Г а вот (Х)
дискр .

Онф .

Замки
.

область ДСХ Назыв . фунд _

областью для
Г
,
если

1) U на = Х
КГ

⇒ intЦД) nint ( 8D) # ¢ ⇐ у = у
'

3) Док - Кон) Кр c- Х Э Е» : # { НГ ftp.dnintGDIFX}Г.

принята : ⇒ Как ЩЩ# ЁЩЕ

ЕЩЁ- это # *Ты
=) D- =22*2
-в

=L Кате»
%

им КАЕ
?

-в 18)
,

НИ=L

Здесь
пар . перец .

3) SgmШаров
-та ЕЩЕ #
-⇒ЕЕЕЕ



( 7%2%7 , труппа, метр. пр-во, ит.д.)

ад. Пусть ИХ
"

вполне разрывно . Тогда замкнутая

область ДСХ Назыв. фунд. область для
Г
, если

-

1) Г-Д = ✓ ИД) = Х
ещё обычно просим

ДЕТ Д быть nice :
• clos (int (Д)) =D2) iht nint (D) ¥8 ⇐ 8 = e
- µ(Джина) = о

3) ( лок. Кон) все Х 1-И «ETX :

I *ценным..#iii.
"

"

ЛМД)

Тед. Пусть ИХ - вполне разрывно. Тогда 7. ДЕВЫ) :

отобр. Д → Ут
- биективно (Для « lsom (х

") надо
строить область Дсгрихле

х↳ Гх Дса) = #Носа) . )

Поскольку Г
-дикр ,то

3-И с G :(И
-'

Ипт)
Конструкция откр "

для аду . Далее , 7123 : E. дии = G
.

I"
области :

пока для Х = 6- группа Ли ! Тогда Д : = (g.И дкиг)
.

④БережетсяШара. «

ад . Борелевскоемн -во А С Х - получено из открсйтых с помо
-

Чью ¥
,

Мы
,

К
,

и дополнений
. Борелевские мн -ва

образуют бореаевскую 6-алгебру
В на Х

. Борелевская

Мера µ - это
6- аудит ф-ция µ : в → [о , -1» .

Мера конечная , если µ (Х) < то ,
и ток - Кон .

,
если КХЕХ 74хэх

,
т.ч

.

Их ЕВ и µ (Их) на

Тед Хаар) ( сонеты базой)
На всякой лок комп тоном группе в суизеавиединй

.Сын. до инф
( 6-конечная)

левоинвариантнся £71 ( µ (да) =µ (A) для всех
мера Хаара де G и АЕВ) .



Проекция меры Хаара на дискр . подгруппу :

Пред. Пусть ГС G
-дискриодгр. , и пустьµ

- мера Хаара

на группе Ли G. Тогда на G)г существует единств.
c точностью до мноЖителя борт.

G-инв - мера Мг :

1) для фунд. области ДС в меру µr можно опред. :

Мг ( Нг) :-µ (АП) V. А C-ВСЕ) тгто
ГА - А .

2) И обратно : для AEG Мда) -МЫ

µ (A) = 5 # (Anx
A) Игра) . мы»

(
-- он- ЕЁ а

Если И СЫР , то
и = ПТ " ЁЁ аа)

где Й
- Г = Й

.

То есть µЛи) = ты - ←

=µ(йо)) .;]
Опре Диар - недр.

Г < G назыв .
решеткой µ { 4) их ,

и равномерной решеткой ,
если % - комп .

covol ( Г)

Примем
Г = 7€#e.„e.ВЕДЁТЕды .

-
в
Н"
" " "Уж

↳ЧЕ7- Куда

^
T.e.EE#mCE%2cpy= Пк .

1246
.

Тогда соня G) а -1- е uol.EE/r) < но
Здесь Ер⇒ор (компакт)

. G)р комп ⇐ Ер компакт .

Опд правый сдвиг меры Хаара rg = Хдд) -µ , где

Х : G. → В >от модуляриал ф-ция . о

Группа G наз. унимодулярной , если 2=-1 .
- вчасти , 50159

Пред Компактные
,
абелевы или проср.

Ли унимод -ны .

Док-ва : Если G компактна ,
но Х ( G) С ПЕ - компактно , те - Х =L .

Если G-абаева гр , то очевидно. Если G- проста ,
то

ker.NO = G Д

-



t Если в лок .
комп. гр . G есть решётка , то G-унинод .

[ ? Идея : µ (Ыг) МЫ - д ) = Км) (G) = Хд) МСЫD8
и Нг-=L

Опд Подгр . F. Гг с G назыв . соизмеримы ми ( Ги 5) ,
если

[ К : t.hr ) но и ЕК : РККА Группа Gmmgt-fglgrg.hr}

Называется соизмерителем
Г в G

.

Пруд Пусть 25 в G
. Тогда если Б явл - дискретной ; решеткой

или равном . рыбкой , то и Гч такая же .

-
-

-
- -

-

Пусть теперь Х = Шк , где Кс G
- комн . подр .

Пруд Г e G решетка ⇒ жир) с -1 -

→ - равном решетке ⇐ Xp -компакт.

(2) Пусть На G - замки. подр . , 52 G - решетка . Группа Г явл
.

дискр подр . преобр (те .

Гх
дискр .

и бх конины) на Х = G)µ
- -

-
-

-
-
-
- -
-

,

⇐ Н компактна .

Пусть Г а вот (Х) !
диаер . :X -9 !

- -
- - -

К

арм .

Замки
.

область ДСХ Назыв . фунд _

областью для
Г
,
если

1) U на = Х
✓ЕГ

⇒ intЦД) n int СУД) # ¢ ⇐ 8=8
'

3) Док - Кон) Крах ЭЕ» : #{ НГ ftp.dnintGDIFX}Г.

Борд.
Га G- решетка ⇐ vol с +- и

-

Г- равном решетка D- компактна
.

(Верно и для ТЧG.)

Про дискр под гр
Гс lsom (Г) и их фундаментальные

многогранники см . спецкурс
в НИУ весна 2021 года

"

Геометрия , арифметика и динамика дискр . групп
"

.



⑤Measure-theoreticversionsofkatneristheore.ms
--
-
---

В#

Пример( Тор) Пусть µA
")= 1. Тогда ЖЕ Ж

х ( { t-E-o.IS/4tG7EBD
77МЫ

→+х

Тер (Rathers Measureclassificatioutheore.cn)

Пусть Г ¥.

, а
- унип. поток на G)г. Тогда всякая

4- инв. эргод- мера на др
явл однородной .

ОД
.

Действие Гч (X.М эргоднно , если

1) оно сохраняет меру ,т.е µ - Г-
Янв
.

§ всякая Г- инв
. измеримая функция

на Х явл
.

сонst.

¥) если Г . И = И , то µ(И) = 0 или µ(
Х 14) = 0

.

Таа. ( Rathes Equidistitsuti
- и Theorem)

Пусть Гс G
- решетка в группе Ли

G
, а
- унипот

пот-к на др . Тогда всякая д
-орбита равномерно

распределена в своем замыкании .


