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и их прил . ;

- -

о чем это всё ? )
Основные

Dave Могris
"

Rat-neristheoren.si ..
"

и йо УНики :
Dave Могris

"

lntrotoarithmeticcurtisMMullenllectu.es
. .
) дгоир s

"

A- eexfurmanltecres.in .

I. Меры , мера Хаара , дискретные группы , решетки , Фунд .
-

области
, эрчодчгнойь , ещё 2 версии теор Ратнер---

II.Нежданной.
IV. ОКРУЖНОЙряд
I эргодигеские действия групп
- -
-
-

IЭргодические теоремы : Hopf ,
Мооre and Howe - Моте

-
-

VI. Теоремы Ноно - Мате в более
общем случае

-\
-

"

Приложения теоремы Мура:
-ЖейкосьMосоВ

-
--

- -

пр -во уним. реш
-ок sh.CN/SLnCZD
-

[Теоремы Ратнер + ДРУЖУ
- kazhdanis Property Ст)

-- ⇐
-

IArithmeticgroups , Margueis Superrigityand
ArithmeticityThms

-

-
--

①ftp.T#eIynI

Классические примеры ирифм . решеток
в группах

ли :

2. (2) с КСП) ; 13112) с lsomtCHY-PSL.IR
)
,

- - -

ЧЁ : пусть G- алгебр
. ④ - группа , верно ли,

что тогда § будет решеткой в группе
ли Н=ЫР

Ответ зависит от наличия нетривиальных рациональных
характеров .



ад. Рац
. характер
- полиномиальный а- морфизм

Х : G → ДА
простая

Ленд пусть G- связная алгебра
-

группа .

Тогда всякий характер Х : GCIR) → РТ
либо

Сьоръективен (те. XCGLIR
)) = ПР)

,
либо тривиален .

Док-ва Заметим , что Х
яве

. нар . отображением .

Если образ Х дискретен
в окрти

r C- ТЕ
,
то он

также дискретен в окр
-ти

1 E РТ. Тогда Х
" ( 1) ей

① связная (нормальная) подгруппа
в 6110

-
- ть

Вона : Верна ли лента
в общем случае ?

Др
.

A-рифм . подгруппа :
Г ~ 9=1 д C- G) да) =L } , где

↳ - Z-решетка в ✓④ ; V
- ваш. пр-во ; G С GLCV)

.

Зале : G-(2) = GNGL.CZ)
= Gznjhtbs.bz имеем 6ч,

~ все .

Грима G = GL.CN ,
det : G → IR

#
-
нетрив . Характер

( спойлер : GL.CZ) не
явл решеткой в GL.IR) , тк .

Gin (2) = МСК
) ; GLMRXS.LI/R)EIR*iMLLn)c

]

Дред Пусть G - алгебр .

④ - группа, тг.
7 нетрив . характер

над
④
. Тогда µ СЫРНЫХ)) = +

-
.

Док-во : Перейдем к св - комн. 64112) . Тогда у (6%10)--1127

Заметим ,
что у (Ых))

с 2
, след .

,
ЖЕНА) -411} .
( в силу нетрив)

Предл .

,
что µ СЫРЫ») а -17 Тогда Х

- ненр . сюръект .

морфизм в ПТ и на y (Ы ых)) = Жрец должна

существовать конечная мера Хаара Мне , что неверно .

та



Зала . Связные компоненты ни
④ -групп не имеют

нетрив .
④ -характеров , те . для них последнее

предл.
не выполнено .

Теореме (Борель , Харит
- Чандра ; 1962)

Пусть G- редуктивная
Q -группа , т.ч .

G.
°

не

имеет нетрив . a - характеров . Тогда GC» с GCIR) -решетка.

( Док-во основано на построении
обл -тей Загеля)

Тед (Критерий компактной боделана)

Пусть G - алг . ④ - группа без нетрив .

Q - характеров .

Тогда ЫЫЫ#
-компакт ⇐

все унипот. эх
-ты (ДАЕ о)

лежат в унин - радикала .

Если G- Чп , то ветры»
-комп ⇐ G не имеет нетрив .

унин.
эл-тов .

Гринд. FCZ) = z -11 ; F E Isom (Нг) - парабола
геская

изометрия ( поворот вокруг
+ х)

. -
й ←

оРистера

МЫ# = ( в f) - униптентна .

-днг

Тед FE lsom (Н
") = 0£, (рр ⇒

Mattf) имеет
все побив

и F - параболы
гений значения =

1 G. e. ужин) .

поворот
⇒ Если Г а вот СН") - Неравном

решетка
' то она содержит параб.
поворот f- уныл . элт) .

Пусть Кс IR - вполне веец поле ангина, да
- кольцо целых.

Пусть Н - Некомп
.

Ни группа
Ли

,
т -что Но не имеет комп множ .

Она
. Алгебр .

К- группа G назыв дедуля Н
,
если

року - о
о

G- простая и 3- спор . готом. д : G ( [⑦ a) → Не компакт-

о
ным ядром .

°
° ТЫt.e.IE ± # хк - ↳как )



Вложение k со ④d. где D= Лед (k : а) , позволяет получить

функтор ограничения сканеров Кон,@ , для которого

Re.sk/aCG)=E-Q-rpynna;Res*a(GCOk)) = ГСК) - артом. подгр.

Resee,@ ( G)1¥
ЁЁ ЁЖ х

.
. -
х ЕНТ = Стажа) -Джейк) .

Теорему ( Borel & Harish- Chandra
'
1962

,
Ahh

.

Math)

Если для 9 И верно , что 7619) , уе
G -дох- K-гр .

для Н ,
то Р - решетка в Н ( по мере Хаарa) .

Более того,
если П : НК④ a) → Иво%, , це

ККК
*хк

,
- (какай)

1- о ПЦР- решетка в
ПАНК)

.
Питта - - - -82СЧЕТ) в ЧП

* 512# (
-

Др .

Решетки в Н из теор .

Б - Х -4 наз . арифметическими

Тед.

( Воюя в Density Тв ебет)
.

«•↳ (
ПР

.

[ вещалгебр группе. о

Пусть Г e G -решетка
в Нпгр -Ли без комп .

множ
. Тогда ЕЯСГ)#

те - если Рвсн , . . .
. ,
хии) C- Реки , . . . , хии] ( многочлены

на Марш)

и р (Г) = О , то и р (G)=0 .

Тед ( Margulissperrigiditytheore.in
' 1974)
-
-

-

-

Пусть G#son.tk К или 54
,
.IR) х К # Мы 2).

ИЗОГения

Пусть Gs , 62 - связные Чп гр- Ли без ценРа и компактных
M НоЖителей

.

Пусть Га G. непривод - решетка и 9-- Г → Gz -чомоморфизм,
+что ZМИР = 62 . Тогда у продаж . до напр- гомоторфирма-

замыкание по Зар никому{рубо говоря , Вс Gjpiin , у : Гдр ⇒Эд : G.→g) Й
: → Gz

.

аа
.

Решетка Гг G неправ.

,
если ГN всюду плана в 8

для всякой некомn ., замки. Норм подгр
N06

.



Тур ( Margulissuperrigidityforp-ad.ie fields)
неприв

Если танк
к
672 ; Г

L G - решетка , ④ p
-
поле р

-адич чисел

и у : Г → Gln (Qp) - гомоморфизм ,
то ЦТ) - компакт.
Ст

. e - 46) - предкомпакт)
Более точно

,

3- N E K : ¥8 E ЯК) дБ C- р
N
- Ор , где Ор - кольцо

целых р
-

адиг . чисел (
оно компактно)

.

Тед
.

(Margulis Сотне nsurator Rigidity)

Пусть Ган - решетка , и пусть Сотни
G) = fhfhrl.hr Г )

Тогда Г - арифм. подгр
⇐ Соmm

#(р)
плотен в Н

Г - неарифм .

⇐ СотmнЩNГ,я решетка
.

( Ясно , что Сотни G) 7 Г ; и если Г - арифм .
те

.

76 g)
,

Тер (Винберг
' 1971)

.

то Сотни > GCK) )

Пусть Та G - дискр . подгр .
в Нн компл. аж. гр .

, причем

Zd СТ) = G. Пусть Ad : G→ СМУ) - при соед . придавлены.

Тогда adjoi# tracefield К = ④( {tr#d g) ( у C- Г})
- инвариант

класса сосут гр -
Ти Га GCK)

. Меч
,
что ЭК-гр . G

'

: твари 640=6

Тед ( Прасад , Рапингук ,

1990 -е)

Если Г - 611) - арифм. решетка ,
G - абсолютно почти

проста и К - adjoint trace Sield , то К = К
.

ТЦ Margul.is/trithmeticityTheorem' 1974) .

Всякая непривод . решетка Г с G в тигр -
Ли за исключением

случая , когда 6- изогенна 59,1
(Пых К или SU

„„
х К

,
явл

.

арифметической .



② superrigidity-localsuperrigidity-V.inberg ⇒ Arithmeticity
-
-

Идея : очень коротко !

Пусть Г < Н
- решетка

в группе
ли

. Тогда по теор . Витберга

Э K - группа G :
ТС НК) стоил до конечного индекса

и

G-СТЕН .

Можно считать
,
что

Г а вСК) < Shnlk)
.

Благодаря супержесткости
, можно доить , что K

-
поле алгебр . чисел .

Далее
,
воспользуется следующим предл

- ем :

- - - - -

Предл Г с Glk)
, где k-adjoiuttro.ee

tield
,
и пусть

-

простые идеалыfinite places КГУ в ок
S i, а set of М places Я k :

infiniteplaasarekce.IR .

( архгииедовы и не архимедовы норм- я )
И пусть всякому К → Кг для v.ES соотвт

Г → ФСТ) CGCK»
.

Тогда Г арифметика ⇐ clos ( фсб)) - контакт в ШК»
для всех ✓ C- S

.

-
- -
- -

Надо заметить ,
что для бекон. places

это предл .

дай допустимость алгебр
_ группы G

.

Это предл .
на самом

деле следует из
2-х теорем

жесткой
]

Остается

использовать
,
что уже после ограничения сканеров ГС GC Ор) для

всех р -адигеских нормировании
'

, откуда
Те 612)

.

Поскольку Г - решетка , то
она соизмерима с ЫХ)

.

③ugeagok-basuperrigidi~Flatvectorbund.ie: Г → G.↳(B) - гомоморфазм , тогда

Г А Gx К
"

:
сх, v) . у = (хд , 481)

-
й)

.
Пусть Eg

=
(«*

"

%
.

Тогда отьбр. П : Ед
→ % ;

ПСЕХ,») = ХТ , корр. определено ,
и

Ед явл .

вект
. расслоением над Сф

.

Пред 6=54 (
IR)
,
Г - sh.CZ) , Ед - любое

вент рака . над Glr ,

опред .

выше
. Тогда 1- rkr.LT - т

'

Зато , что поднятие Ед на

Glr' явл. тривиальным (те. Еу) 1-Ер,
ХК)

Це 41 = Мы



Лекса Если представление у неириводино и 7 нетривиальное

G-инв . надир
-во ✓ ЕДУ) , dimvc.to , тогда у продолжается

пр-во сечений

до нар .

гомоморфизма Б : G
→ GL.CM)

.

Пемза Если Н - замки. некомтг
. подгр

. в маке . расценит от

Торе
А с К ,

V - Н -инв . пару
-во в ПА (Ед) , diu.ve

-1 -
,

+• ( С
(Н) ' V 7 - Конечно мерно .

( Идея док-ва : ✓ = 1126 - оболочка
Н- инв сечения .

В силу

теор. Мура об эргодстгности
почти все Н- орбиты на Glr плотин .

нар .

Значит
,

всякое Н - инв - сечение расслоения Ед опред. значением

в конкретной точке , следовательно , пр-
во Н- инв

.
сечений конечно-

мерно .

А оно содержит « •(н)
-VI. a.)

Предположим , что 7 нетрив .

А - инв .
сечение брака - я Ед .

1-dim

Пусть Но-А и 6=257. Тогда
✓ в ← шеф) , ✓ о - н -инв .

Далее , для E- 1 . .
.

,
г Vi : =L Li . А - 4.1

' А
.
. .

- 4. A
- 67

- - -
-

Преда Если rank@G7Z.s то 712, . .
.
. .hr с G :

1) G- = ↳
.

. . .

.hr

⇒ Hi = Lin A - школы
и

НЕ = Саш) - Нскомн .

- - -
-

Ясно , что Vr явл
-

G - инв . Тогда дай.
поить , что

всякое

✓
i явл.

Конечно мерным . Поскольку На
C- 4.1 , то vi. ,

явл

Но, -
инв .

Далее
,
А централизует

ti -1
, следовательно ,

< А . vi., ) - конечно мерно
. Теперь , поскольку Н A

,
мы

имеем
С A. vi.1) -

Н# -инв. Тогда рад Li центрааизует НА,

то Vi =L Li .
A ' Vi - 17 иней dimИ с -19 . Значит

, я продам .

ты



④ Normalsubgroupso.se Г
-

Примере Г e PSL.dk) - некомтарифы
- решетка . Тогда можно

свободная
Шутки

.

доказать ,
что Т г 1054123 . Пусть ТЕ Fz -группа

µ Тогда

⇐ 1,33 :[
www.rs.ru

Тед Если Г - решетка
в lsou (Н

") = О
"
( R) , то

Г имеет

нормальную иодчр . Мог
,
т
.

что
card (N) = -1 - и [ : N ]#а

Тед ( Margulis Normalsubgrptheor.eu
)

Пусть Г
e G - неправ . решетка , rank£72 ,

NO Г
.

Тогда
либо card (N) < ах ,

либо [ Г : N ) с + а

⑤ 'Новыйкритерийарифметигнотишайший
Тед ( Bader , Fisher ,

Mi Нет ,
Stovar : Ани

Math 2021)

Пусть Г < 50014
) = lsomICHY-torsi.in free latitia . Тогда

М = Нур арифметигно ⇐
М имеет бяскон. много

Макс

вполне гоеод . подмн
-
й N с М

,

i.что din (N) 42 .

Основано на след . Пред : След . уж .

экв
.

Г арифм ; .

% образ Г предком
пакты в Gltv) для всех точек ✓C- S ,

3) НЦ имеет беси . много такс .
вп

. над подр
-в
;

4) Эти ,
так

,
т
-
что 7 {µ i } - посл-ть SO.cm , 1) -инв

эргод. мер .

,
1. что Мг - мера Хаара

на Glr есть ¥-слабый

предел мер и Ст
- e Ит Бмг)

.


