
Дифференциальная 
геометрия и топология

Богачев Николаи7  Владимирович

Весна 2022

ИППИ РАН & МФТИ

Лекция 4: теоремы Уитни, трансверсальность



1. Слабая теорема Уитни о вложении и погружении.
2. Теорема Уитни об аппроксимации
3. Трансверсальность.

Содержание



1. Слабая теорема Уитни о вложении и погружении.
«

Напомним
,
что F : М→ N -пару4 ,

если dpf -инъект
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rank dpF = dim M E din N
.
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Теорема (слабая теорема Уитни)

Воде: всякое ли абйр- гл . мн-е М
Ё ЕСМ) с IRN ?

Всякое гладкое
и -мне М с краем

или без края можно гладко погрузить
в Бв
"

и гладко

вложить в 152241
.

Д для замкнутого
М
,
т.е .

М -компактно и ДМ= ¢ :

ШАХ : 7 вложение в IRN дня дост. большого
N

.

Чт : И , → IR?

Имеется конечный атлас карт ( И i , у ;) , 1=1. . .

.
К

. Возьмем
открытое покрытие i. И = М

, гг. closlvi) с Иё
. Рассмотрим

гладкую f : R
"
→ IR

,
f = 1 на Vi

,
f = О вне И i .

Имеем 4160 = ( 9.1 (х) , . . . . 91, исх)) . Положим I.j (х)
-f-(х) - 9,569
на UI

И VI.jlx)-70 для MIUI ( 4,5 продолжили до 1.j - м → ж)
.

Покажем ,
что напор ( vk.j.fi ) i ». . , к задай

вложение

5=1
. . . . ,
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[, µ → ЦИК
+К



Заметим, что ранг отобр ( fi.si . . . .fi,n) = рангу 4 i = п .

Данные Ф-ции Мк. . . . К, и
- координатыне ф -ции

F ⇒rk F Хи
.

Поскольку din М = и ⇒ rk FE и
в каждой точке х ЕМ ⇒ F-пор .

Остается показать , что F
- инвективпо

. Пусть х # у , х C- Vi
.

Тогда fi (х) = 1 .

Если fi (у) # 1 , то Flx) # Fly) ( fi
- коорд .F)

.

Пусть t.ly) =L . Туа у Е Vi ⇒ 4- (х)
= 4 (х) f- УЖ) = КЦ)

.

След , их) # Ну).

Шад ( проецируем) . Если
N 7-Ж -12

,
то 7 погр- в IRN

-{
, след, в

гипер
лл-то Жи

Докажет , что 7 проекция Т : IRN→ НЕТ"
-'
СП
"

: Маму пор.

Отождествил М с FCM )
,

- тогда там - тёмной в ж?
я

м "" 2777221: -221%32
прямую l можно смотреть

как на точку из IRPN
.
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Имеет отьбр d-. П → IRPN
-1- ж.

, dim 52=2-1



Заметим , что
IRPN" 1 21ч) #¢ ⇒ 71, EIRP

"-1121ч)
.

Образ 2152) состоит из прлмых
в IR
"

, параллельных одной

прямой из Гсм хотя бы для одной т. ХЕМ . Следовательно,
для всякой

КЕМ Кас - пр - во Псм не содержите
' 11 во

.

Расам . гиперпл -ть Н = 265=1 х ( (x. e.) = о , где 1=6

и ортогон . проекцию
П

. IRN→ Н и Т = П/ µ : M → Н .

Заметим, что d» Пт : Г. М → Ттх) н - ортогон. проекция Тх на
H
.

Касл П ) состоит из всех 111 lo , 1111 .
⇒ ка (d.Т) ⇒ для всех хам .

во

⇒ П = #
м

: м → н - ым - пару4 .

Повторяя такой спуск , получает почр уж в Пг?

ШАХ Аналогично для вложений : если
N> 2И -11

,
то 3-вл в IRN?

Рассмотрим мн-во пар в = { (x. у) c- Мхм / х# у} и



пряма'

жри!↳един .•тобр р : в → КР
" -1

: (x. g) ↳ ржу)

Пусть LEIRP
"- '
и те : т

"
→ не-- СП -Уйти

" У .

Направл - l запрещенное ,
если 7. (x.g) EG : Пен) = Пену)

.

Заметим , что мн- во запрет. пар
= µ G) ; G - гы .

мне

diт C- = 21ч.

При 2. а
N - I все точки

в - крит - для гл . от р.

След .,
по теор . Сарда µ ( РСЕ)) =µ (ЛП)) -0 в три

⇒ их дополнение # ¢ . Тогда ортогон . проектирование

вдоль во C- IRPN
"
) (И U ВСЕ)) явл погружением,

не склеивающит точки ⇒ вложением в Н
.

Далее мы можем спускаться до вложения в IRZ?
?

Тер. (сильная теор Уитни) Э гладкое вложение
М → Й?



2. Теорема Уитни об аппроксимации (непр. отобр. гомотопно гладкому) 

Тед .

( Уитни об аппроис . ф-ций).

Пусть F : М → IR
"
-нид ф-ция . Тогда для всякой полож .

ф-ции
б : М → К 7 гладкая E-- М→ Пк, т. г .

E- б-близка к R,

те .
I Flx) _Бы ) абы) эхC- М .

Она . Пусть М вложено
в К
"

,
и с N

.
Норм. пр - во NxМ - это

µ- n) -мерное подар -в.
в Пп

,
сост . из векторов

хм
.

Нормальное расслоение NM = { (x.DE/RNxvRW/xEM,rENxM}

Утд
.

Если М с ПК - вл. подмн , то NM - влож .

N- dim подмн-е
в ТНК Их IR?

ад. М с IRN ,то трубгатаеокр -ть
м - это дифф - образ мн -ва

✓ = { (x.v) c- NM / 14 сПк) } при отобр- F- (хм) = x.tv ,
ТУР . Всякое влож. неужне имеет трубг .

E : N м → на µ
Окр -ть .

Тед( Уитни об annрокс. ненр. отьбр)

Всякое непр. отьбр F : М→ N Ж. мн- ий чотополно глаукому !



3. Трансверсальность.
Определения : влож.

ПРМ- ж - мн - е . Тогда подмн -я 5,51
ЕМ пересек .

трапсверлильно , если V-p-CS.rs
"
имеет Tps +Tps

'
-Тр М .

2) Пусть F : W → м - гл . тбр ,

SE М вл- подмн . . Тогда
F трансверсально подмн -ю

S
,
если КХЕ F

-'
( s) :

Ты» М = T.ws
tdELT.cn)

.

F автот . трансверс. всякому
( Если F- азбмерсия то SE м )

.

Тед , ромПолность трансвер сольному отьбр)
влож.

Пусть
F : N→ М

,
SCM . Тогда FIE - трансе

. к S
.

Голгот
.

И. (Вопрос про размерности ?).

примеры + ¥- _ -
'

''

трап
св

.

трансы
не трамв .
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