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1. Субмерсии. Регулярные точки и регулярные значения гладких отображении7 .

Опр.

Опр.

Опр.

Теорема

F : М→N-гладкое отьбр. Точка РЕМ
- Раулярна, если dpF-сюръек

-

+ивен
,рт при туп
.d-mM=m Рет

.

точек # при dim М
<dim N

. rankdpt = иdim N = и

F : M→ N суб мерам , если
все точки М регулярно!

Это возможно только при т = и
rank DF всюду на М .

Точка де N наз - регулзначением
для F: М → N ,

если либо

9 E NIFCM) , либо
все р E

F
-' (д) явл . регулярными .

Пусть F : M -→ N -гладкое отобр . , S С N , причем все точки
гладкое подмне

F-
'6) регулярки . Тада

#G) явл. жнут,-ем , dim ftp.dimstd [

Пример 1 Ых) = 1 - хей- . . . - хй , F : В
"
→ IR?

-

DF = -2х,Ах, - . .

- 21 Ахи ,т.е .

Мat(dF) = ( -2×1 . . _ . .-29).

Видно , что d.f- : Тх IR
"
→Ты» IR

?
- сюр ⇒ ДЕ # о

.

F-' ( о) = S
" -'
= { х I I xj = 1 }

,

и
Ясно

, что
d
F-Ко)

F ¥0 Пк
. ⇐= о ⇒ Х = (о, . . , о) .



Друид ортотональная Олы) = { АЕ Маны) ) АА E }
.

группа ТРК
Марта → MATICIR) рпр

-во симм .

-

плоскость

Расеи
. отьбр . F : Х 1- ХХТ матриц в Пег )

Заметим , что ТВ Ман E Matni Тнв)Май ¥ Matn , # Вc- Matn .

Докажем , что F-Че) = аск) -подми -е в
IR
"? Это следует из
Того ,что E -рет .

След . , надо показать ,
что V-AEF.tl#dF - сноръент.

Зна?

А

Пусть ТЕТ Ман . Тогда d #(V) =D( Х I -
DX - ХЕ ХАЙ

A A X- А

Сае)
=VXTTXVT

Более точно , d#
FCV) = limЕЁ -

в
= I

+→о t

⑦eimEEEAI.gg#EEE2-I+
7.→ о Заметим

, что

= lim (VAT + АП + t.ru#)=VAIAVIfdEN=CVAD-CvATTs-VBEMatt7U:B--И -1 ИТ
+ →о

d.*FCV) - снорчякт ) ⇐ Тогда И = V А? ✓ =ИАД
на On С 112) о



2. Теорема Сарда

Теорема (Сард)

Утд Рет
. точки образуют откр . подмн -во .

Пусть F : м → N - гладкое отобр . Тогда

множество критических знаний F ( т.е . мн-во точек

вида Нр) , где р - не регулярная
= Критическая) имеет

меру 0
в мн-ни N

.

С di Мэ Ак N)

Док-во: План : f) Утв
- сводится к отобр, F : И → IR

"

,

- = где И свт откр. область .

Утв доказывается индукцией по п .

В
"

Рассм. мн- во Крит . точек
С СИС IR

"

. Надо докть, чтоµ с))-0
.

5

Ск : = { хе и I
°"- (х) = о }

. Тогда
Cjs . . -д
"js

С > С 12 Cz 2 .
. . .

Остается доказать , что
.

.

(3) µ ( FCC
-а)) = о , (a) 1- К µ ( ЕСНСк-111=0 ; и

⑦ µ ( Нск)) -о при
К > F. - 1 .



:
если и = 1 ,

то С = Cs . Пусть и> 1 . ПредставимДок- во n - (3) -

-
мн-во В крит значений в след. виде :для индукции

в £ ¥ (Нх Bt) , где Bt - мн-во Крит . зн
-ий отобр. дt от т -1 Жрем .

- -

Пусть Хо E Clcs ; Flx) = (ЕР, . . .EC
х)) .

М
-
п .
,
что 9£! (хо) #о.

Факт отобр. Их) = ( Их), хг , . . . ,Хи) , h : И →Кт.
Имеем

✓

d.c.
h =

"

ЁЁ) -швырну, след . h : v → ИЁ - далеко дляНекот . обл
. V эхо .

Положим д : = Foh
-1

: V
'
→ IR? Ясно

,
что Сд = В

= FCV Пс)
.

При этом для t = Fslx) имеет дА ,
хг , _ . , хы) = Foh

-' Lt
,
хг
, .
-Рт) =

= ЖЖ
, . . - Рст) = (t.FM. . . _ , F.(XD.

Положим gt (Хг . . . , хы) = (Их) , . ., F. (х)) , т - е
. g. (t,Хи . . ,

2.) = (t.GL, ..FM.

Gt : V
'
A РТ' → К

"

?
^

Имеет. 61
.
. .

хм tЩ
Хднп. . . .

хы) = Й Ё) →и



МН-во Крит -точек

Отсюда следует , что Сдк,хг. . . . х» = ¥ В# СУД'gtix.im)
Тогда В = ¥ Flt , Cgt) = ¥ Bt)

, где В = д#сд) - мн
-во Крит.

{Их Bt зн-ий да .

По пр-ю индукции (n
-А-мерная мера Bt равна 0 , след .

µ(Нилс)) = МВ)
-
-

µ(¥#хдд
= О

.

Док-во n. 4) : в ко C- Ск )Сша имеет ②
"
Fse
_ (Хо) # 0

.-
-

дХДХд . . .@Xskt1nyurw6d-_II.9xs.jwlxo)= о
, 9¥

,

но)#О .

Аналогично строим h и д
= Fo 57

h : И → ГГ
, где h (

х) = Сих) , хг, . .

,
хы)
,

dx.tn = (°УЁ ⇒ э ¥.EU
'
- мост?

Если Х C- Ск , то Их)
= (Их) , Хг , - , хы) = (0,4, . . . Хм) .

Отсюда следует , что



что
F- ( Ск ^ " ) =диск ли ) = g. h ( Ск nv) ,где

hbd-lwlxpxi.at

до = gteo.pt, :(о ,Рт
') ты) →К
-

Поскольку F =go.tn на Ск nv
,
то £192 («ск,

О
"

-- -
-
-

тогда все точки до h
'Ски) - крит- знач. до .

Но до завис от т
- I пер-й , след . µ„→ ( f-((км

)) -Ми (gohtwM-0-Dok-5.tk> 7. - 1 µ LF(Ск)) = О , пусть Пхб)
-

замки. куб
В точке Х C- Ск : Эб>о т

_
г
. с ц- х и ребром

б

f- (xth) - НЫИ ⇐ c. 1111Г" ? где хе Снг Ilx,б) ,
Хх в C- I(x.б)

Разобьем IСка на rm кубиков с ребром % .
Для всякого

у C- Сил Их, И 7 куб Iy из разбили я, сад. у .

Тогда точка Куба Iyc
мп-ве вида у .tn , где НИ сбm(%)
Точек

8
подсчет диагонали !



Имеем : FCIy) с IR
"

содерж .

в кубе с ц . Ну) и

ребром - llhll
" '

e e (бт 4)
" '

=

арки , к

длины
а= [ (Гпб)

"?
Таким образом

F- (Ск NICX.SI) с ✓ г-Жу) , откуда следует

µ t.FI Склоны) sina.sn =
-у n к > 7. - 1

= anrm
- '"""

. -÷ » )ш[ Це з =
к

0 при
r→х .
⇒ µСНЫ Itx,d) = 0 .

⇐
МСК Ск)) = о ( через покрытиесчетным

числом

кубы )



3. Слабая теорема Уитни о вложении и погружении.
«

Напомним
,
что F : М→ N -пару4 ,

если dpf -инъект
Т КРЕМ .

rank dpF = dim M E din N
.

F- вложение, если F- пор + МЕ
FCM).

.

1-1

Примем 1) Пор , но не вхож : ~
# СР

2) F : М → N влож
,
но FCM) с N -не есть @

падшие.ВЦ:

z

III. . . I . . .

I # с п
-

е ¢ АНM e прямая
Bощ : Будет ли Б = [ (м) ✓ e - позже

иск
"
- неумна, в кг ?

если э ХЕ И 3- окр-ть ,
в которой 4,1=41 (хз . . ,

scm

{ йа = Час»
.
. .

.

} ' J тах ранга



Peeyin.pnnekpubneumobepxm.ae

[pt ↳ НА- (КА) . . . , зла)
- рййзл . кривая , если 118 A)1170.

з : 1121 → 8 (N) с R
"

, у : Т- к
"
- подружки.

ради
D8 - сюр.

rank D8 = 1 .

откр

Од .
Рег

.

нов-ть , f , ЛЁТ , где
ты

,
и

т = rankdf = rank (1¥ fu. I . . . ) fum) , где
f.НЕЁ

Э

Matn
,
m

Примера В te (окт) → (со
st.int) ⑦ µ

'

D н? { Как. . xD / -ой-ой-ой = -1}
¥ Нг

Хо =
@Xht.cos и

сока - snh-4=1 {% = sina.co' "



Теорема (слабая теорема Уитни)

Воде: всякое ли абйр- гл . мн-е М
Ё FCM) с IRN ?

Всякое гладкое
и -мне М с краем

или без края можно гладко погрузить
в IRZ
"

и гладко

вложить в Бе
"" ?

Д для замкнутого
М
,
т.е .

М -компактно и ДМ= ¢ ,
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