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1. Напоминание. Касательное пространство. Гладкие отображения. Погружения и вложения.

Опр.

Опр.

Опр.

Опр.

f- : М → N - гладкое отобр гладких мн-ий
( 1- ЕСЧМ,

N))
,

если оно гладкое
в картах ,

М ¥ N

Д - 11ч

Гладкая кривая в М
- это

дно
#µ - гладкое

л
л I : IRT→ IR

"

гладкое отобр
- з : К→ М

.

рт
'рт

(Кант пр-во к М в точке х)÷ ТхМ - семейство
классов

эквивалентности векторов скоростей кривых ✓ эх .

Заметим
,
что dim ТхМ = и для всех

х ЕМ . Если

f- : M→ N - гл - отобр .

, то 1¥ : «М→тд,#N -
лин- отобр . Каст пр- в .

f- : М → N - погружение ,
если f- гладкое и dхf-и#щия

(империя) 7ХЕ М.

f : М → N - вложение ,
если f - погружение и Мчим) . )

Если f- вложение, то им)ЁЙ . rankdxf=dim М



2. Ориентируемые многообразия. Ориентация на крае.

Опр. Многообразие М с атласом {(Их . 42) } opuetem.ae,

ф-ции
склейки имеют полож Якобчан (те . det(ддд;) >о , где
- -

-

МН-е М ориентируем
о
,
если

x. У - пок: кофд .
на картах их ,ну)

-

-

можно на нем выбрать ориентированный атлас .

*
Лента Пусть М -ориентируем

о
, и { (Их. a)} - произв -

атлас
,

сочла . с гладкой стр- рай на
М
. Тогда А можно ориентировать

путем замены
пок. коорд. в некоторых Картах .

"

ЕЁ
'

а rauaeto.su ,
то (х, . . . , XD↳ (

-Хд
,
Хг

,
_ . ,
XD

.

А
ег ем)

teat.PE#r.L проекта
↳ 9=811) каст .

1) ← расслоения

Непр . отобр . t ↳ (ее) , ЕЛА) . Це По ej = з для
ПТМ→ М (Ей)



Теорема

Предл

Ясно ,
что

det (а , _ . .eu) и detle ,
А)

,
- - , enlt)) имеют

одинаковые знаки .

Таким образом , мы переносим ориента-

TPM → Там

Цино из т. р C- М в 9 C-
М

.

Она не зависит от семейства

Сели) . . .

.
enlt)) . Те, если

Lt)
.
.
.

.

БН)) - другое такое им- во,

что 510) - е .
. .

. ,
Бро) -Си

,

то detleltl , - i. БЫ) и detlettl.eu/tD
имеют один знак .

Связное мн-е М ориентируемо , если для всякой РЕН

ориентация , перенесенная
в g. ЕМ ,

не зависит от

выбора кривой з : -10,13 → м (где зло)=p , зн)
- g) .

\

Примере 2) Лента Мебиуса Mb
- неориент:

НА

2) S
"
- ориентируето Если М - ориент

Наслед. из Бпи ( и из
IR
"")

.

то дм - тоже ор .

при h=2m
Док-во :

-
5- Суда)

⇒ IRF-YFEIIrin-m.is. detl7A-detEIL.EE#I
Идея. перенести репер . по экватору дом , ftp.p/V0M
сферы , а также под дейсвием ХН-х 07.2начо УЖ



3. Приаттачивание по границе. Гладкии7  дубль. Связная сумма (без док-ва)

Теорема

Теорема

Теорема

Пусть М1 и Мг - два гладких и
-ми -я с краем ,

причем
дмв [Мг . Тогда М, 4.Мг

-

гладкое мне без края.

М
, ГордонЁ омг (ТЭМ.

~
-

1444

Пусть М - мне с краем Тоуа МиМ#S%4f-IIKIgig.ae.
Пусть М1

,
Мг -даа гладких

ми-я
,

Тогда М
, #Мг - тоже гы- мн

-е
.

7€# =ЧЁ



4. Касательное расслоение

Опр.

Предл.

Касательное расслоение ТМ
=#µТРМ

-

TM - гладкое
Чп- многообразие

Деда: V VETM 7 ! р : «ТРМ . Зададим таким образом

отобр .

Т : ТМ → М
,
Ты)=p .

Ясно
,
что П

-'(р)
-ТРМ .

Пусть ( И ,а) - карта на М , где РЕИ . Тогда ТИ -П
-ЧИ)

.

Построим отьбр IO : ТИ
→ IR
"

след- обр. : ЕК)
= ( рт) , где

F- ( ps , . . . , pn) , V = (Ц, . . . ,
C-ТРИ .

1) Если (Изд) - атлас на M.to (Тих,а)
-атлас на ТМ

.

⇒ (Тигр,) и (ТЦ ,
- две карты , то лок- коорд . гладко

выражаются друг через друга : ( xs. . . ,
хы
,Ч .

. . .» наТЦ

Ик= ЁЩЁ . У 3 Уj = ура. . . . xD ( (Ув - iyn.us . . . . . 4) на ТИ?
-



Опр.

На ТМ надо правильно определить топологию
!

А именно : АСТМ открыто , если ( АПТИ) C- Гру

для
всякого И СМ.

В этом случае
⑤" (w) открыт в ТМ для всякого

открытого
W с ПЙ

"

. Отсюда след .

,
что

- чомеоморфизм . Тд

Кокасательное расслоение : #М = #ТЁМ
Единичное касательное расслоение :

ТМ = #Мтр
'
М

, где Tp
'
М - семейство единичных

касат. векторов llvll =L.

Заметим
,
что dim #М = Zn -1 , где

dim М = п
.



5. Субмерсии. Регулярные точки и регулярные значения гладких отображении7 .

Опр.

Опр.

Опр.

Теорема

F : М→N-гладкое отьбр. Точка РЕМ
- Раулярна, если dpF-сюръек

-

µ Твен
,при туп
.d-ттт рет

.

точек # при dim М
<dim N

. rankdpf = иdim N = и

F : M→ N суб мерам , если
все точки М регулярно!

Это возможно только при тчк
танк DF всюду на М .

Точка де N наз - регулзначением
для F. М → N ,

если либо

9 ENIFCM) , либо
все ре

F-' (д) явл . регулярными .

Пусть F : M -→ N -гладкое отобр . , SCN , причем все точки
гладкое подлила

F-
'6) регулярки . Тада

#G) явл. жнут,-ем , dimf-YD-dims.to [

Док-ва: 1) Пусть S = {д} , т.е. dim 5=0 , и пусть Flp) - д.
° непустое

Тогда F-
' (g) - мн-во уровня ,

т.к.
И V ①

F-
'(g)
°

- { x.edu) 1 Ых) - о }
, причем

4↳ др,» {
t!"-
""= °

по условию F =#(Хг , . .fm) , . . . , [(Хг , - -'х .

← F.(х, . . , хм)- О
dim Ft (a) = m -и

танк DF = и a- т
.



Предл.

2) Если dim 5 > о , то на самом деле идея примерно

Такая же . В подход . Картах и ток- координатах

F : ( x. у) = ( И
,
~
, у) → ( и ,

v)
.

т Т

фи f.т-и др [n-s рт-и

При этом само
S зад. локально

системой ✓= 0 ( n-s др-й)

dim E
-' (5) = т - ( п - 5) = т-15 -п .

-

⇒ М - мне с кремом# , тогда 73%3%2,171521%19
те

.
гл-ф -ция F : МФК т что М - { х I их) 70} и

-

II.ва) атом # о , где он = { х ) н» - о } . (7.1213%77) (¥ЁЁЁL

2) Пусть F : N → IR - глазное отобр , 0=0,0 -регул. зна? далее

Тогда F-
' ( [о,+ х)) - мн -е с краем ДМ = F-Чо) .Ёб:

1- (х) = 2272092
-
-

Примере : Б" = F-
' ( [о , -1 -)) , где их) = 1-xi .

.
.
- хй
. .

Тогда дБ" = s
"- '

= F-
' ( о) = { х I ХИ . . - + хй = 1}

.



6. Теорема Сарда

Теорема (Сард) Пусть F : м → N - гладкое отобр . Тогда

множество куй знай F ( т.е . мн-во точек

вида Нр) , где р - не регулярная
= Критическая) имеет

меру 0
в мн-ни N

.

Док-во: План : f) Утв
- сводится к отобр, F : И → IR

"

,

- = где И сПт откр. область .

Утв① доказывается индукцией по п .

В
"

Рассм. мн- во Крит . точек
С СИС IR

"

. Надо докть, чтоµ С))-0
.

5

Ск : = { хе и I
°"- (х) = о }

. Тогда
Cjs . . -д
"js

С > С 12 Cz 2 .
. . .

Остается доказать , что
.

.

(3) µ ( FCC
-а)) = о , (a) 1- К µ ( ЕСНСк-1,1=0 ; и

⑦ µ ( Жск)) -о при
К > F. - 1 .



Док- во n . (3) : если " = 1 ,
то С = Cs . Пусть и> 1 . Представим
-

мн-во В крит значений в след. виде :

В = ¥ ( t х Bt) , где Bt - мн-во Крит . зн
-ий отобр. дt от т -1 Жрем .

Пусть Хо E Clcs ; Flx) = (ЕР, . . .EC
х)) .

М
-
п .
,
что 9£! (хо) #о.

Факт отобр. Их) = ( Их), хг , . . . ,Хи) , h : И →Кт.
Имеем

d.c.
h =

"

ЁЁ) -швырну, след . h : v → ИЁ -дитю дляНекот . обл
. V эхо .

Положим д : = Foh
-1

: V
'
→ IR? Ясно

,
что Сд = В

= FCV Пс)
.

При этом для t = Fslx) имеет дА ,
хг , _ . , хы) = Foh

-' Lt
,
хг
, .
-Рт) =

= ЖЖ
, . . - Рст) = (t.FM. . . _ , F.(XD.

Положим gt (Хг . . . , хы) = (Их) , . ., F. (х)) , т - е
. g. (t,Хи . . ,

2.) = (t.GL, ..FM.

Gt : V
'
A РТ' → К

"

?
^

Имеет. 61
.
. .

хм tЩ
Хднп. . . .ms) = Й Ё) →и



МН-во Крит -точек

Отсюда следует , что Сдам.
. . .
х»
= ¥ (# СУД'gtlx.im)

Тогда В = ¥ Flt , Cgt) = ¥
(t
,Bt) , Уефа:= д#( (да) - мн

-во Крит.
зн-ий да .

По пр-ю индукции (n
-А-мерная мера Bt равна 0 , след .

µ(Нилс)) = МВ)--µ(¥#E)
= 0

.

Док-во n. 4) : в ко C- Ск )Снг имеет дк
"
Fse
_ (Хо) # 0

.-
-

ДХ,дXsz . . .@Xskt1nyurw6d-_II.9xs.iwlxo)= о
, ¥2,16)#О .

Аналогично строим h и д =
Foht

. Тогда можно
ток-4

что
F- ( СМ " ) =диск ли ) = g. f. ( Ск nv) ,где

hbd-lwlxpxi.at

до = gteo.pt ) : (о .IR
")та)→Рт

Поскольку F-доh на Ск nv
,
то
Ок до = 0

.

F. (некто
тогда все точки до h

"Ски) - крит- знач. до .

Но до завис от т
- I пер-й , след . µ", ( f-((км

)) -Мы (умат))-0



7. Слабая теорема Уитни о вложении и погружении.

Теорема (слабая теорема Уитни)

8. Теорема Уитни об аппроксимации (непр. отобр. гомотопно гладкому) 

ПРОДОЛЖЕНИЕ СЛЕДУЕТ !

[
РИФФ

Вере: всякое ли абйр- гл . мн
-e M E FCM) с IRN ?

Всякое гладкое
и -мне М с краем

или без края можно гладко погрузить
в IRZ
"

и гладко

вложить в ВК"
" ?

Д для замкнутого
М
,
т.е .

М -компактно и ДМ= ¢ :

F : M→ N -непр. отобр . С
'
мн- ий монотонно гладкому .


