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1.Pumanubama-pukaupumatfmlopanaon-p.tlиманова метриĸа на гладĸом многообр . М - это

положит . опред .

Симм . Тензорное 2 - поле
,
те , это

тензор у = 2- др# dЮdхj , где д = др , и матрица
ii.

←матрица Грата
( д ij) = G > о (

похож . апр .

,
те @v.v) > о ☒✓¥0)

.

Ст -е . Тензор д применяется
ĸ парам веĸторов (и , v1 изТРМ)

Метричесĸий тензор д - это по сути сечение симметрии
.

ĸвадрата ĸоĸасат расслоения ,
T

-
что др> 0 во всех р E

М
.

А
5Ч17м]

То есть это ммм .

били Фф на дд ,
положит . ◦приз,

Живущая в ĸаждом слое Грм и гладĸо завис .

ют РЕМ .



Оу Риманово многообразие (Мэд) - это мне М ,
снабженное риш метриĸой д .

Пример 1) R
"
с риман. метриĸой g-_dx@dxrt.nt

- + Ахи Мп.

( еще можно встретить отоьзнаг . 62--8×12-1 _ . - +dxi
.

это соотв
. стандартной евĸлид . метриĸе ,

г) Пусть МСК
"
- гладĸое позтн

-х
. Тогда Трм - это

Апн = т

т - мерная
па-ть в Б2

"
.

Мы можем ограничил

евы . сĸаа ути - е (
-

,

-) на Грм , де РЕМ .

Таĸим образом ,
мы получим uugyisupoba~yo.IR

"

рnmанЯутwршщнaМ_



Зачем нужна риманова метриĸа ?

-
Можем считать углы между

ĸасай веĸторами ( и ĸривыми) :

со <(1) = 9pl.nlТттт
' И титр

-м
.

- Длины веĸторов ИМ =Той → где
Г-Три _

( Т
.

е . риманова метриĸа
- это аналог

сĸал .

произведения для ĸаст
. веĸторов)

- Длины ĸривых ✗ (tI://yrt.gl/=#ht28T
в

Пуа ИМнет» = { 1181+311 dt .



- Может вычислять
объемы

. Определим форму

объема : volg = ĸоем = ТДТ dx , л . .
. а dxn ЕПТ).

где и = dim М .

Тогда для
Ис м или] = S v09 .

И

д- ортонормированзаметим ,
что стандартный базис % ,

- -
-

*,

для Ми -ня РТ ,
таĸ что ритмов объем ди R

"

совпадает со стану .
ответом

,
т.ĸ. G = (д = Е

.

Естсĸв . вопрос : почему 7 риманова метриĸа

на М и сĸольĸо их ?



Тед .

Всяĸое гладĸое мне
М допусĸает

риманову метриĸу .
(и их может быть беĸон .

много)

Дж : Существами можно доĸазывать 2-мя

Способы мы .

I ст : по теор Уитни 3- вложение Г- : м → В
"

,

далее пиздц
. метриĸу с

IR" на Г-(м)
,

затем с помощью диффео
Г- : м → Г- (м)

переносим на М
.

I ст . Пусть (их ,Щ - атлас на М .

В ĸаждой

ĸарте Их положит да = 9£
. де , где де

- евĸл .
метр -
в IR"

.

(т - е . да в лох - Норд. имеет вид да = I бijdх, адi.j
=

dx.ie . .
- + dĸв

.



Пусть вĸ - руб .

1
> под г- атласу { 112.42} ,

тогда д = { Цдл ,

т- е
.

др (и /D= § в днр (
и

.
»
, где V-p.v-to-T.MGры, > о ,

☒

Примерз: 1) Рассмотрим верхнюю получать

42 = { (хд) ЕЁ | у > о } .

На 42 сущ .

обычная

ĸовĸа метриĸа ди = dxxodxi-dyxdy-dx2-dy2.ir
- е

.

если ✓ = Ст , 4)Пр 42 ,
то де(Г)

= 12+5
.

@ = vi.% 1- Гг
-дз) .

Но есть и другая - гиперболичесĸая
- метриĸа на

И?



ди : = 1×0×-129×0=1
Онд .

Рим .
Мн - че ( 42 , ди) - м- дель пл -тиЛобачевсĸого42 ( еще лично встретить) в модели верхнейобьза 22 , К

полупати .

2
. Примеры римановых метриĸ : I ĸвадр форма .

R
"

Пусть 1- : Й→ Б2
"
- рег .

гл .

тов-то
,
т < п

.

41
-

-
- Ит

напр .

, 1-(и) = М с# , и с R?

Тогда известно , что веĸторы 74.

= ¥. образуют



базис пр - ва Тр М ( пл -ть в R
")

.

Индуцирует снах произв , с R
"

на Tp М след . стр .

'

.

I(а. в) = ( d 1-(а> , df / в)) , где
Г- (4) с R

"

( -

,
.) - сĸаа , произв . на Б2"

.

рис для
т = 2 :

«им, _÷Ёд_-(& , _ . .

, вт) dfla) = а , - ¥
,
+ а,

- 0£
,

Заметим
, что

Ха , b) = at G в = 1-G( %:) , где G
= Стана

.
. . ,
1-
"Я



Т.е. MATCI) = [¥"
' ¥4)

. . . .

<Ты >¥
.
)

"

.

.I
. . - 1£ . ≥»)

ICx.si - I ĸвадр форта нов-ти 1-Ки) =Мсĸ?

Примере : 52C Т
; f : и → Гсĸ?

Ним .) ≥ (144«⇒ -1::
"

сом
,
- 5in

731445

в-
и
,
= ( - 5in 41 . 634ч

,

- sin И , - 5-и Иг ,

со> И]

£42 = ( - 0541 . К Иг , 0541
. 0542

,
0)



Тогда G - МАШ) - Манда) =

= [41?
( 1414г)) =< 1-ч

,
.fm> < 74.1-a»

= (224,65%+8124)+05241
айпи ,

54
,
Ни 426542 -

◦✗°Ё =

654 / ( 8m24 -105242)

о сори
,
) - Марии Грама римановой

≤ (
2 °

метриĸи на сфере S}
индуса из R?



Например , для а = (а , а г) E др? где р - (руд,

имеет На / / =ДТП = ай + со>2ps - Й
.

со «а.5=7%1%1 = . . .

3. Расстояние (метриĸа) и геодезичесĸие .

Пусть СМ , д) - связное рим тн - е .

07 .

Расст
. glp ,д) между точĸами р и q на



рим мн - ни М ◦ пред . след . обр :

Xp , д) = inf ИМ , где 8 :[0,1 ] → М
, Но) =p ,

8 Сон]
.

811) = д .

Пред. (без доĸ -ва) (М , д) - метры . пр - во .

01
.
Геодезичесĸая на М - это ĸривая
-

✓ :

"ЁЁ ☒
→ М

, где Из /А) И = const - К ,
и при

этом 8 лоĸально реализует расй . , т.е.

V-tc-IJ-T.to/tDs-t:gCdts,sLtD)--LG-t..ti=kLtn-tD .



Примерз г) (Е
"

, де) , геодезичесĸие
= аффинные

прямые

2) ( S" ; дз) , где 5
"
- 1- Фера в

Б2
" "

,

геодезичесĸими
лвл - ая душ

"

больших
"

оĸр-Тей , ĸоторые

суть сечение S
"
2 -мерными пл -тяни , проход .

через центр сферы .

Д. ( 42 , ди) - надел
пати Иг

лобачевсĸого .
%

82

.Геодезичесĸие



qfjhmuepum.mn#
Метричесĸое пр - во СМ , 9) наз .

полным ,
если

всяĸая нот» Коми сход -
в М

.

Заметим
,
что

если М - полно
,
то М1 {pt} не полно

.

0122 .

Рит . мы-е (М /д) Геодезичесĸи полно, если
всяĸая геодезичесĸая y : I → м может быть

продолжена до геодезичесĸой Б. К→Мпг .

Б1
,
=D .



Тед .

(Хопф , Ринов) .

Путь (М ,д) - связное рим .
мы - не

.

Тогда сл . уж . эĸв .

:

1) µ ,@ - полное метр . пр
- во

.

г) (М , д) - году .

полно .

3) КСМ - ĸомпаĸт ⇔ К замĸи. погран.

в М
.

В случае ,
если

М полно,
то Кр -1-9 3- чей - з ,

на ĸоторой расы достигается
: д.(р , д) = ИМТРИ»



5Uзомтржилоĸизометpи=

др Пусть ( М , д) и ( N , h) - рим .

тн - ня .

Тогда диффеоморфизм
1- : М → N назыв ,

изометрией ,
если з (и ,

~) = hldfp.CN/dfplv))

для произв .

т . р E М и 4
,
✓ E Tp М .

Тед .

Путь 1-д : М → N - изометрии
св

. рим .

мы -
ий

.

Если Эрен : Кр)- др) и dfp - dgp ,
то тогда
7=-9 .

Од . f : М→ N - лох. изометрия , если Иран

сут . оĸр -ть И
< М ii. г . 714 - изотетрил : И →

£14)
.



Пру. Пусть 7 : м→ N - ĸонцом . Тогда

2) если М полно , то
7 лвл наĸрытием .

г) если ≥ - наĸрытие , то
М - полное ⇔ И полно .

Призе Если 1- : М → N лоĸизом . и наĸрытие

степени d
,
то тогда uol.CM

) = d . uol.CN) .

Она .

вот ( М) - полная группа движений/изометрии
'

1- : м → М
.

Тед Isonn (м) - группа ли .

Пжл г) Isom (S" ) = Он ,
(Б)

⇒ Isomc.FI ) = В
"
✗ ОКТ↳ 61µL :



изометрия в Е
"
: х↳ Ах + в ,

AE ОЛЮ
в← БЫ

µc-GLn.nl#0n-p.Palsom(м) - дисĸр гр . движ , если
все орбиты дисĸретны и статиĸу. Конечны .

Кв . Гдиаер ⇔ таĸим ⇔ ККМ
дисĸу . ĸозни

-ю ĸомпаĸт

в гр .
ли сам { з /Ктĸ -103<+0

ОУ .

ТАМ свободно , если все

стабилизаторы Гр = Stalcp)
- {✗ / Xp =p} = трив .

÷



Тед Пусть ТАМ дисĸр ,

и свободноизометрияни
. Тогда на пр -ве орбит Мр сущ . единая.

риманова струĸтура , i.что наĸрытие

П : М→ Мр лвл .

лоĸ
. изо т .

Приĸид Г = 22 А ЕЕ пара пл . переносами :

у + n
)

.

Тогда ЕЁ≥ ≤ Тор .(5) (
" + m



6 . Однородные пространства - гладĸие многообразия

Напомним ,
что стабилизатор точĸи РЕХ для

группы G обьзн . через Gp .

0nA Действие 6- АХ свободно , если Gp
= В } ↳РЕ Х .

( Дифференцируема)

Онд .

Действие вDX собственное ,
если ĸомпаĸта КСХ

{ де G / дКАК =/∅ } - ĸомпаĸт
.

Тед .

Если 62 ✗ - собств .

,
своб

. , ди фф .

А на гладĸом

МН - ни ✗ , то % = { орбиты Gx /хех } - гладĸое мн -не
,

причем dim % = dim ✗ - dim G
.



← rp - Ли

Тед Пусть на G - под гр .
Ли

. Тогда на Ын 3- стр -ра

гладĸого ни _ ия , причем 6A Ын дафф ,

и d -и% =

- din G - din Н .

гр .

Ли

Теер .

Пусть 6A ✗ транзитивно , РЕХ - непот точĸа ,

Gp = Н . Тогда вр - замĸи .подгруппа
и естеаств .

отобр . %, → ✗
, ДН др , лвл . д-пффюмор фазном,

перестановĸиым с действием группы G .

Теер .

Пусть G - группа ли ,
К с G - ĸомп подгр .

Тогда на мн - ли % Э G - инв , риманова метриĸа .

Если предст изотропии do : К → GLCTOX ) , где
о _- ek ⇐ ☒ ,

точно
,
То метриĸа единств с точностью до пост, множ -ля .



=

" ✗«дата
.

Призеры 1) Е
"
=

/ •" (E"%„⇐%
Тĸ .

вотСЕ
") = R" ✗ АСК) = G; 60--9(R) .

⇒ 5=0+1 ("Уолта
.

3) Пр -во Лобачевсĸого Н
"
=

°
" («

( то
,

( подробнее обсудим
. позже)

где Н
"

.

-

= { же R
" ' ' | (х , х) = -#+ Ё- .

.
.

-1×5--1 }
Хо > О

ОЙ , < 04=1 AEGLm.CN/ATIn,A--In.,--diagC-1i+4..-+ »}

Ой, - жду инд . 2 в Ои
.
, >
т.ч .

Ой
. .
( Н
" ) ≤ Н

"

.

Гипер б . метриĸа : 65h дни , у) = - (х , у) ; lson.CH
" )-%



4) Если % - однор . рим . мы - не , то не обязательно

в. = ( som ( ×) .

Напр .

, если
К # Он

,

то тем не менее

Е
"
=

☒
"
✗% .

5) Если Г - дилер . группа движ .

,
т.е 0 - мерная

группа Ли
, то

d,

-

м Xp
= dinn ✗ ; ✗ (р

- жми - не
,

вполне
если ГАХ Моб ; разрывно .

discontin.no»371 : вот ( М) может быть вообще
СРУ"в

тривиальной или иметь очень мало
элементов

.

Поэтому вовсе не любое риманово многообразие
имеет

вид :
М = % , где 6--12 м> ,

К = Gp .

Тер Однаĸо , если V-pc-XJ-spc-lso.in
/ Х) - 4.с _ , т.е _ Б- е и dpsp≥ -Id ,

то тогда G-tsomlx.fan.fi % - РКК
,
Циĸ≥ × .



7.3-kcnoteenu.owpaketeueueeogeznze.cn#
Др . Год . У : I → м наз . таĸс .

,
если не сущ .

J 7-I г
.

✗ : J → м тоже гаод .

ТУР .

Пусть р E М и VE TpМ . Тогда 3- единств .

таĸс
.

Иод . з : I→ М
,
гг .

OEI ,
810) =p , То) -7.

Она Эĸспоненц. отобр . ехрр : Ир → М , где

ĸоординат , определяется след , обр :
Ир с Грм , Ир э начало

✓↳ ✗~ - таĸс . год , ✗v10) =p , I v6) = 5, тогда
✗v1 Iv → М

Ир : = { VE Грм ) 1€ Iv} и ехрр (v) = 211)



Ира TPM Ер .

dpexpp = Id и

ехрр : Ир → ехрр / Ир) -дифqeo.IE#*E0Fi-Tt
Зале » Эта эĸсп .

имеет связь с эĸспонентой

в группах ли при рассм. римановых
Симм . пространств вида Фĸ .

мая
г) Теор про существование и единств

- геодезичесĸих

говорит в
частности о том , что если применить

ĸ М изометрию Г- : м →М >
т.ч .

Г-(р)
- р ; Яды -

- ~
,

то Г-(УМ)) = Б. (t) ,
т.е. К (Е) < Fix ( F) .



8 . Неформальное введение в понятие ĸривизны .

07 .

Для ĸривых 81s) с R
"
в натур , параметризации
(те , таĸой

,
что

*
(5)И = £)

ĸривизна - это вы = ✗ у
"

(s) )) ( норма 2 -й производной) .

¥6 . Кривизна - это то ,
насĸольĸо ĸривая отличается

от прямой .

1)
#

16>=p + s
- о :> Здесь 161=-0 .

2) _
51C БЁ, здесь 115) ≤ 1

.



07 .

Пусть SCIR
" "
-
и -мерная Регул гипер лов -ть .

Тогда
• Риа" Гауссова ĸривизнаE.EE#E.-:IEE--n..n . - жжетĸривизн ĸривых , получившихся с

помощью нормальных
сечений лов -ти S пл-тяни

( N ,97 , где 9-
- неĸие ĸаноничесĸим образы

выбранные главные направления
.

(при и -2 ,
kn.kz - это просто

тах и
min

ĸривизны норм .

сечений
.
)

Но : здесь ĸривизны берутся
со знаĸом ±

в завис .

Ё-того
,
соĸа права веĸторы ✗ j

"

/s) и N или против ◦направлены
.



renren.gs?I:*iw#A!
ĸ = о

ĸ < о
К > 0

(поĸ, цилиндр) Споĸ . сфера) ( лоĸ . седло) .

(абстраĸтных) (т.д)

ЗамеченРДТТмаĸовых многообразий
можно

определить тензоры ĸривизны , зависящие от метриĸи д .

Тензоры ĸривизны позволяют ◦пред-ть
т

. наз. Сĸалярную

ĸривизну , ĸоторая равна 2k ,
если
« R?



2) Таĸже есть важное понятие сеĸционной ĸривизны

ни - ия (М ,д) вдоль 2
-

мерного напр .
( и /7-И стр М

Это гауссова ĸривизна
2 -мерного подмн - я

SCM ,

где Tps
= И

.

Тед .

Имеется всего 3 полных , связных , одно
св
.

римановых ти - ий
постоянной во всех точĸах сеĸу ,

ĸривизны всяĸого
2 -мерного направления .

Пространства пост , ĸривизны
К :

К ≥ 0 : М -€

К ≥ + 1 : М = 5
"

К≥ - 1 : М
= Н
"
- пространство Лобачевсĸого .



10
. Завершение ĸурса : связь геометрии и топологии .

Тед (Гаусс ; Бонне)

Пусть ( М ,д) - ĸомпаĸтное 2 -мерное риманово мы
-е

с ĸраем
дм . Тогда

Skds + 5. Ы» ds = 25 ✗(м) .
д м

M Гаусс .

прив .

Теор ( об униформизации) .

Всяĸая ĸомп . 2 -мерная
лов -ть

-
(без ĸрая)

снабжается метриĸой пост
, ĸривизны, т.е. имеет вид

ЕУТ ,
5% им % .



орите
Призер Раим .

ĸомп .
пов -ти 5g без ĸрая .

1=1-2-1%2 5g≥ ≥ = Дз5=52

' ⊕ Дё
вспомним Теор , Гаусса- Бонне .

Skds + о = 25 ✗ ( 5g) = 2П(
г -2g) .

Выводг)Площадь :
топология.

59 И инвариант

г) К ≤ о ⇔ 9=1К . Агеа(55)
ĸ ≥ , ⇔ Анд)

- 45 ⇔ 9=0

К ≥ - 1 ⇔ Area (591--25129-2)
⑦
д>г


