
Дифференциальная 
геометрия и топология

Богачев Николаи7  Владимирович

Весна 2022

ИППИ РАН & МФТИ

Лекция 11: когомологии де Рама - II



1. Гомотопическая инвариантность когомологии7  де Рама

2. Точные последовательности Маи7 ера — Виеториса

3. Двои7 ственность Пуанкаре

Содержание



1. Гомбопигесĸая инвариантность

изучим сначала связь дифф . форм на
М и М ✗ [0,1]

.

↳ ЛИТР
= Мтт)

ЛенардВсяĸая WE
524M ✗ [0,13) расĸладывается

в сумму
W = ЩА> adt-w.lt) , где

↳€ 52
" -" (м) ; иЁ- 524m) ,

+ е- [0,1] .

В лоĸ. ĸард :
1

417) = = WJ. . . .ie ,
(✗ А) dxj.tn .

.

.
^ Ахун ;

jĸ . _
.

< вĸ-1

v2
ЦСН =

=
IX. . - < j . 81 . . - j !

" ' 91 ^ . _
,
а dxjne .



Положим 1

DW : = § w.lt> dt = =
(59: - -121×+1*1^17 >живы,

Бл . -

<Бы
°

( будет обозначать через
N /
с ограничение формы

со ←524M ✗ [ 0,13) на MI
,

= М ✗ { с} СМ ✗ [0,13 .)

Кудама Соотв - е W ↳Вы порождает гомоморфизм

из
524M ✗ [0,13) в 52k" ( м)

.

-

Днд по - d Дни

Лежу Если WE 524M ✗ [91]) >то тогда оĸ -> Доĸ
Д)
""

онли - Н"dDĸw=

Да и -Ли =L
" ( 41 - v10) ./ = -45µm ,

ммм)
= -0" ( v1

,
- 4.)

.

Д÷: Благодаря утверждениям выше ,
имеем



(хр) dt) ^ ᵈхj , а _ . -
^ DX
j ĸ,
=

аж = I ( d § ! . . - iv. , просто
J , с _ . < j ĸ -1 ↓ сĸобĸи

и -1

( ,# °Щ_-iн( df.dxmndxjrn.tndxjµ .

= = От
j , < .

. ĸ -1

С другой стороны

DC Ли , а dt) =D( Z [ °%i" adxmn.dz ,л .

-4¥;
Р , с _ -ĸря Э Хи

= = ≤ [§ЗЁРЕН] ^dxm ^5: л . - ^ Мдĸ, =D☐и
,

Бс .
-Цы

отсюда следует ,
что

Ddar - DDW
= Dd (шĸ) а dt + и ≥) - dDw

=



=Пж +Мг) -# = Ddи =

⇒ ( Ё- +

⇐

+ D (E dt л Ай - [По ◦ приз .

☐ применяет
Рр .

- Гĸ его ĸ форме вида W ,
adt + W)

и получил Ё.А

-⇔
"

☐ (≥
"
ааа) =

I / < . . ĸ

= 2- 3-Ем) - ай -⇔
" -41 .

.in) -
j , . .

-Гĸ
I , с_ -2k

- v1
.

ix.о)) - от - ЕПТ
.

- v4
.)



Заметим , что Дмс не содержит веĸторов % ⇒

⇒ dt = 0 на вах м
.
⇒

= 01
,

- V10 ( т.ĸ И
= и

"
лdt +

юг) ☒
⇒ v21

,

-
Й /

◦

[-
готовы 41

Тер Путь 8,11 : М→ N
,
1-5-1-1

. Тогда отображение

пр
-в ĸогомологий 1¥ : HIN.IR) → НИМ .IR) и

7¥ : 11*6,52) → ним .IR) совпадают

Доĸ Пусть Г- : М ✗ [0,13→ N - гопота не между7°
и 1- г .

Пусть и е- 524N) и W
'
= Г-
*
и e

524 м ✗ [ а»
.

Согласно

предыдущим
лентам : # и = W ! ; # и = 01

,
а таĸже

( Если М см
"
с помощью 1-

,
и ← 52km1) ,

то в-
*
W = и / µ

E 5km) ;

в нашем случае М
/
= М ✗[0,13

,

Мх 0 и Мх 1 с м ! )



# w - # и = W ! - w ! = 1- 'ИDdw '
- фи

' ) =

= Е)
" (НРБ) - а#

*
w)) .

Если со EZ
"

( замĸи ,
T.edu - о /

, тогда
d Г-
*
и =
#0=0 .

В этом случае #и - #и = ЕЙ
"

d@(МР-
Таĸим образом , разность замĸи . форм 17W и др - точнаяформа

Следовательно , 71W и # и представляют один и

тот же ĸласс ĸогомологий в НИМ ,
Б2)

.

☒

Следствие Если М ≈ N
, тогда НЕМ ,

RIEHKN.IR)
.

↓
0kt 3- f , м → N fog ≈ Idar Рассмотрит бобр

-Я

5. м← N
:

д. 9- = 1dm
. 9-
*
: НИИ) → НИМ)

д* : ни» ←Мм) .



В силу през . Теоремы
имеем :

д
# 1-
*
= ( 1-д)

*
= ( Id µ] = Анна) тощей . отьбр .

#Ё- (НЕ ( Idm>
*

= [d„* ( µ,
ĸому погон -

ий

на себя , обратные
друг другу .

Следовательно , есть изоморфизм #м ) ≈ НЕТ). ☒

Да Все замĸи формы степени ĸ > о на R
"
и В
"

точны .

( ĸ
"
≈ В
"

= тоже )
.

(лента Пуанĸаре)



2.Toruuehocaegofai-enbhocfg.orgПосл -ть гомоморфизмов
А → ☒ → С точна в В

,

если 1m 1- = Ker д .

Посл -ть → Ай → Ai -11 →
.

-

вся назыв . точной
, если она точна во всех Ai

.

Тед . Пусть имеется ĸомм . диаграмма гомоморфизмов
веĸт

. пр- в ; в ĸоторой все столбцы ,
начиная со 2 -го

,
точны

,0
о

° о ↓
↓ а ↓

ао ↓ а , an

О → А → Ао → А1 →
. . .

→ A
"
→

1- ↓ в
µ 111 И

о → В → Во # ☒
, £ - -

- → В
,
→

84 48 Нгс
,

-
- - вы

о→ с → в -9C, → → а.→
↓ ↓ ↓ ↓
0 0 0 0

а строĸи удава .

соотношениям .
а. а = а , + , а ,

= в. в = вщ , в
≥

. =

Со [ = См , с i = О



Тогда эта диаграмма порождает точную посл -ть про странв-
~ -

I, Пĸогомологий ◦ → НА) ¥ носы ↳ НУ % Мса / → н
"

(в) →Т
→ Н

"(с) → . . . , где НЧА) = ker то
,
Н
"

(А) = КиаУ
/таи ,

'

Н ◦(в) = Ка во
,
и
"
(В) = Киви /рады

, ,но (с) = Кисо ,
Н"(с) = Кисы/1m сну ,

гомоморфизм £ и Б порождены fj и д.j :

Вернемся ĸ ĸоготĸомли де Рата .

Пусть М - ĸомпаĸтное гладĸими
-е

,
М = ЕЙ т"

Мг
.

Рассмотрим Б = м
,
W мч - несвязное объед .

вĸ
Имеется гомоморфизм П

"
(м)→ Мест) - Мм. ) ⑦ММР ,

и гомон . ограничений дифф . форм

1-й : 524mn)-01524rad → 52
" (м;) → 524mnМБХ -

- 1,ч
,

и рассмотрим 1-ĸ : = 1-571 : Мм.)-0241-5524млн»
.



Отсюда получаем точную послед - ть :

о → ПИМ ) -4 литр-101mi ¥ ЛЧмлн) → 0
.

kopos-ieaemmeg-AMaiepa-B.ae/-opuFdemma-Она точна
.

Дж.
пусть W £ 52

" (м) .

По уа Ща)
= 4m

,

+ и /
µ
.

.

След .

,
41W) -1-0 ,

если и -10
.

Те
.
нот -ть м - В тожа в ГУМ )

.

Положим П : = { и ЦЕ 524N 5244) ) и /
м
, -м,

}-1dm
, р Мг

"

тогда вĸ ( 524M) )
= 52

.

С другой стороны, 1-Ли) - и /
µ
,

-и/µ,
где не 5244+05241

.

Таĸим образом , в-
„
(а) = о

.

След .

,
пот -П М -В тожа в ПИТАНИЮ .



Точность в ЛЧмл ^ мг) ⇔ 1-*- снооръеĸт.

Пусть не 52
" (Мл ^ Мг) . Расам . разб, 1 ( 81,92) , пучин .

поĸрытию М, U Мг Ми - я M
. ( T.e.fi ≥ °, supp.si с

М i
,

§ г +9ч = 1 ) .

Остается расам
-ть сечения V1

= 92W и V2
= 91W .

Тогда и j €52
"
См j ) и 1-ĸ (( -и> ⑦ (✓ = W

, -14=4 ГД

Тед
Поить М -В порогу . точную

мыть пр в ĸогомол :

О → НУМ ) НУЮ ⑦ Ксм» # постинг) -ЁнЧм) →
н
' (а.) ⑦Н

" (мг) Н
"
(м , лмг) → . .

.

Дж .

Применить вышесĸазанное
ĸ диаграмме ,

о
°

I ↓ в %
а я ↓

о →ĸ мм) -751cm) -91cm) →
.

.
.

→ 524m37 . .

◦ → К 4% я ↓ Т d
520cm)-052431 .

.
. .

→Мм
.
)-0524m» →

↓ ↓ Б
◦ → в постинг) . - - - →

ШМИТ» -1
& в } .



Приĸид Н
"

( 5) = R .

Действ
,

S
"
= I

, ✓ I≥ (интервалы) . Тогда 4°/ 5) = Н
◦

(I,) - НЕТЕ
-
R

.

Заметим таĸже , что Н ◦ (I ^Г) = ☒④ R ( 1111г - 2 св .

ĸомпоненты
,

НИТ,д) = ĸв во = # св -ĸомп )'
'

I

1€ Напомним , что согласно ленте Пуанĸаре⑦ да ya.mg . форм, да
и > , на др µ, точными .

Отсюда Н
/(I, Г-2) = Н

" (Д) = Н " ( I≥) = 0 .

Тогда длинная
нот -ть М - B ( пр -6 ĸогомол ) имеет вид ;

Н
" (м) = 0 ,

еслиII.
"÷:::::*:::: ÷:÷÷÷÷.В силу точности имеет

↳ £ = (и Й =#
.

и > ли М
,

и 1m = ЖНК =/R . Тогда Н "( S ') = Кай = R
.

Д-



Теорема / Задача Нĸ (5) = {
В 7 " ĸ = °, и

-
. 0 в ой , случаях .

3.Dbou-clennoc.ro/7yannapeTeep-Путь М - гладĸое , ĸомпаĸтное , ориент
и -ти -е

без ĸрая .

Тогда dim НИМ ) = din Н
" -" ( М)

.

-

: основано на след . утв -х :Доĸ - во

41 W e 52
" (S" ) - точĸа ⇔ { и = 0 .

Цвз .
Пусть и - н - форма

на R
"
с ĸомпаĸтным tupp W , Г. г .

5W = о
,

Раим шар В
> Шнуры) . Тогда W =DИ , це

Бо
ЛяCsupp 4) с В .



Пусть М - ĸомпаĸтное глазное ориент и
-мне без ĸрая .БЁ

тогда и а- 52
" (м ) точна ⇔ S и = 0

.

М

Если М - связны , гладĸи , ĸомп , ориент , без ĸралУНИКС
и d ,

-

им = n
, то di- ни (м) = 1 , т.е.

НЧМ ) ≤ ☒
.

Далее введен несет операцию для W
,
E 52

" (м ) и ЦЕН
" -"
(м ) :

(и ,
W» = § V1

^ Wz = { (
U» V1) ,

если ни - ĸ) четĸо

- ( и ≥ , W,] ,
если КС и - ĸ) нечетĸо

Аналогичная опер .

◦ пред -и для ĸлассов
ĸогомологий-

41 .

d ( мл ✗ г) = dt , а ✗
г
+

" ✗ ^^ d22=(-1%1^122)

где 2 , E A
"- '
[м ) , 2ч £ 52

" -ĸ -1 (м)
.

След .

,

✗^^ d✗г
- точĸа и (2,122> = {21^122=0 .


